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RESUMO

Este trabalho descreve o equacionamento necessario para a compreensdao do movimento
rotacional de corpos livres no espago, com aplicacdo a satélites artificiais. O movimento
de atitude ¢ descrito por meio de relagdes cinematicas e dindmicas, que permitem a
interpretagdo dos efeitos causados por torques internos e externos. Apresenta-se,
inicialmente a definicdo de atitude e as relacdes da cinematica, usando para isso a
notagdo de vetrizes. A distribuicdo de massa ¢ analisada bem como os momentos
principais de inércia dos corpos. A seguir derivam-se as equacdes da dinamica para um
corpo rigido, para um corpo dotado de amortecedores de nutacdo, para um corpo dotado
de rotores, e, finalmente, para um corpo composto por diversos apéndices articulados.
Este trabalho visou documentar o equacionamento das relagdes de movimento a serem
utilizadas no simulador de atitude da Plataforma Multi-Missao. Posteriormente adaptou-
se o documento de forma a servir igualmente de matéria didatico para apoio ao ensino
do movimento de atitude na disciplina Movimento de um Solido, do curso de pos-
graduagdo em Engenharia e Tecnologia Espaciais, modalidade Mecanica Espacial e
Controle.
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SATELLITE ATTITUDE KINEMATICS AND DYNAMICS

ABSTRACT

This paper describes the equations of the rotational motion of bodies in free space, with
application to artificial satellites. The attitude motion is described by means of dynamic
and kinematic relations and the effects caused by internal and external torques. Initially
attitude is defined, as well as the kinematic equations using vectrix notation. The mass
distribution is analyzed as well as the inertia moments and principal axes. Then it is
derived the dynamic equations of a rigid body, followed by a body equiped with
nutation dampers, a body equiped with rotors and finally a body composed of several
articulated appendages. This study aimed to document the motion equations to be used
in the attitude simulator of Multi-Mission Platform. Later this document was adapted to
suit also as didactic material to support teaching attitude motion to postgraduate course
in Engineering and Space Technology, Space Mechanics and Control.
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1 INTRODUCAO

Um satélite artificial em orbita da Terra ou vagando pelo espago pode ser considerado
fisicamente como um corpo livre de forcas e torques, no sentido de que as acdes
remanescentes, isto €, as forcas e torques que ainda restam neste ambiente sdo de
pequena intensidade e, portanto, produzem pouco ou nenhum efeito em seu movimento.
Mais especificamente, as forgas alteram a velocidade do satélite, e, como conseqiiéncia,
modificam sua 6rbita. Por outro lado os torques sdao responsaveis pelo movimento do
satélite ao redor de si, ou seja, alteram a velocidade de rotacdo dele. Este movimento
muda a orientagdo com o tempo, € permite que o satélite aponte um dado instrumento
para uma dire¢do escolhida, desde que se consiga dosar o torque convenientemente. A
direcdo que o satélite aponta ¢ conhecida como atitude, ¢ o movimento ¢ dito
movimento de atitude. A atitude ¢ sempre relacionada a um sistema de referéncia, isto
¢, um sistema de coordenadas em relacdo ao qual a atitude ¢ referida ou medida. Para
que o movimento do proprio sistema de coordenadas de referéncia ndo afete ou
influencie a atitude, ¢ desejavel que este sistema seja inercial, que, por defini¢do, indica
um sistema fixo (sem movimento) em relacdo ao espago. Na pratica ndo existe um
sistema inercial perfeito, pois até mesmo as estrelas mais distantes movem-se com
relacdo a Terra. Contudo, este movimento pode ser ignorado para finalidades analisadas
aqui.

O estudo do movimento de atitude pode ser feito de forma independente as suas causas,
ao que se chama cinematica, ou entdo levando em conta o movimento ao longo do
tempo, conhecido como dinAmica. Na verdade ambos sdo importantes no projeto de
satélites, e serdo abordados nos proximos capitulos.

A modelagem apresentada neste documento visa atender um objetivo estabelecido a
alguns anos, de dotar o INPE com um sistema de simula¢ao computacional de atitude,
que pudesse ajudar no desenvolvimento das diversas fases de uma missdo espacial,
desde a analise da missdo, passando pelo projeto e definicao do sistema de controle de
atitude, e chegando até a fase de simulagdo em tempo real com equipamentos dentro da
malha de controle, para finalidades de qualificagdao do subsistema.






2 TRANSFORMACOES DE COORDENADAS

O movimento de um corpo rigido no espago ¢ usualmente representado por um conjunto
de equagdes vetoriais. Livros e artigos empregam notacdes distintas, por vezes
conflitantes, ao apresentar tais modelos. Um vetor pode, por exemplo, ser denotado em
negrito, como em u, com seta acima ou abaixo do simbolo (u, u), ou ainda em italico

com ou sem negrito (u , u ), e, finalmente, at¢ mesmo em italico e sem negrito como em
u. Diante de tantas variagdes, ¢ natural que surja um pouco de confusdo, ainda mais se
for considerado que um vetor necessita ser expresso em uma base ou sistema de
coordenadas, e, novamente, novas alternativas se abrem: u=[u_, u,u.], ou

_ T - < 5 % .
u=(u, u, u,) ,ou u—ux1+uy]+uzk,emu1tasoutras.

Além disso, vetores unitarios como k aparecem, as vezes, com seta ou, como foi
grafado, com um circunflexo superior ou ainda sem qualquer énfase. A indicacdo de
transposi¢cdo de uma matriz ou vetor sofre de ambigiiidade: por vezes € o sobrescrito T
(itdlico ou ndo), e por vezes basta uma apdstrofe como em u’. A representacdo dos
componentes do vetor na forma matricial tampouco ¢ exclusiva: usam-se igualmente
paréntesis ou colchetes para indica-los. Outro problema tipico ¢ a possibilidade de se
representar um mesmo vetor em bases distintas. Uma vez que ndo se pode escrever:
u=(u,u,u)eu=(v,v,v,) semque inevitavelmente se conclua que u, = vy, u, = v,

e u, = v,, entdo uma indicagdo clara do sistema de coordenadas no qual o vetor ¢
representado torna-se obrigatoria. Para isso emprega-se tanto sobrescritos quanto sub-

escritos: u’, u

o> OU w=(u,u,u,),. Infelizmente esta tecnica introduz um outro
problema, ja que notagdes diferentes passam a representar um mesmo vetor, ou seja,
parece haver um paradoxo ao se efetuar uma simples soma vetorial como esta:

u, =V, +W,, pois os vetores seriam representados em bases distintas.

Embora seja perfeitamente possivel trabalhar exclusivamente com uma representacao
vetorial-matricial dependente da base, esta forma exige cuidados especiais sempre que
for necessario efetuar mudancas de base. As referéncias bibliograficas nesta area
freqlientemente cometem imprecisdes matematicas para o bem da visualizacdo. A
propria representacdo matricial de um vetor ¢ uma incoeréncia, pois vetores sao
entidades que possuem modulo, dire¢do e sentido, o que certamente ndo se enquadra na
defini¢do de matrizes, muito embora seja possivel atribuir ou deduzir estas qualidades a
partir dos componentes expressos numa base qualquer. Além disso, certas operacdes
como o produto escalar e vetorial sao definidos para vetores, mas ndo para matrizes,
ainda que seu resultado também possa ser obtido, em ultima instancia, por operagdes
ordindrias entre matrizes.

Na busca por uma nota¢do que, mais do que resolver o problema, pudesse oferecer um
pouco mais de rigor matematico e fisico, decidiu-se utilizar o conceito de vetrizes, que,
como a mistura do nome indica, permite passar de uma representacdo para a outra,
mantidos os devidos conceitos de cada uma, aliado a um maior rigor matematico. Este
conceito ndo ¢ de facil assimilagdo, embora suas vantagens tornem-se evidentes com



seu uso intensivo. A formalizagdo de vetrizes pode ser encontrada em diversos livros, e,
em particular, em Hughes (HUGHES, 1986). Sera apresentado aqui, nas proximas
segoes, a definicdo de vetrizes, suas principais propriedades, € o conceito de diadica.

2.1 Notacao de vetores e matrizes

Vetores serdo representados em negrito, em minusculo, com seta abaixo do simbolo: u,
w ou a. Matrizes de uma ou mais colunas sdo apresentadas com simbolos em negrito,

como u, v ou J. Em geral simbolos em minusculo representardo os vetores ou matrizes
de uma coluna. Simbolos em italicos serdo usados para representar escalares.

As principais operagdes utilizadas aqui e que envolvem vetores sdo o produto escalar
entre dois vetores:

g||y|cos@, 2.1

que resulta num escalar igual ao produto do modulo dos dois vetores € o co-seno do
angulo 0 entre ambos, e o produto vetorial:

W=uxyv. 2.2

que resulta um vetor w perpendicular a ambos, e cujo modulo ¢ dado pelo produto dos

modulos dos vetores e o seno do angulo 0 entre eles:
A

[w]=[ux v %[uf|y|sen 23
Quando os vetores u € v sdo expressos em termos de combinagdo linear de versores
unitdrios a,, a,, a4, de uma base ortonormal, tal que u=u,a +u,a,+u;a, e
v=v,a,+v,4a,+v,a,, entdo o produto escalar ¢ facilmente obtido por meio de:

a=u-v=uv +iu, v, +u,v,, 24
enquanto que o produto vetorial resulta:

W =uxy =,y —uyv,) @, + (v, —uvy) A, + (v, —u,v)) 2, 2.5

O modulo de um vetor pode ser obtido com base nas componentes referidas a base
ortonormal:

u:|g|=\/g-g:\/u1u1+u2u2+u3u3 2.6

A representag¢do matricial de um vetor € feita na forma de uma matriz coluna:



Y
v=>, v, v =|v, |, 2.7
V3

onde o sobrescrito “T” indica a transposi¢do da matriz. As operagdes equivalentes ao
produto escalar e vetorial na representacdo matricial sdo efetuadas por:

a=v' w, 2.8

u=v'w, 2.9

(1)

respectivamente, no qual o sobrescrito “x” indica a composicao da matriz anti-simétrica
equivalente ao produto vetorial:

()
|
Ny
<
Sl

ViEly, 0 -y, 2.10

dado que se conhega as componentes de v numa dada base: v=(v, v, w) .

Assim como no produto vetorial vale a regra vxw=-wxv, segue também que

v'w=-w"v. Igualmente, como v-w=w-v, também v w=w'v.

Duas propriedades dos vetores sao importantes do ponto de vista da andlise dindmica do
movimento de um so6lido: o duplo produto vetorial e o produto misto. Ambas sdo de
facil demonstragdo e, portanto, serdo apresentadas sem maiores detalhes. O duplo
produto vetorial resulta:

ux(Vxw)=(u-w)y—(u-v)w, 2.11
enquanto que o produto misto permite escrever:

U VXW=UXV-W 2.12
As representacdes matriciais destas duas propriedades sdo, respectivamente:

wv'w=u'w)v-(u'v)w 2.13

uvw=wv)w=v'wu 2.14



A combinacdo das propriedades acima indicadas com aquelas da permutagdo dos
operadores permite estender ainda mais o numero de igualdades. Este desenvolvimento
sera deixado a cargo do leitor.

2.2 Vetrizes

Uma vez estabelecido que vetores sdo diferentes de matrizes, introduz-se agora uma
transformagdo que permite passar de uma representagdo para outra. J& que a forma
matricial serd usada exclusivamente para a notagdo dos componentes de um vetor numa
dada base, seja entdo a base &, de um sistema de coordenadas retangulares na qual o
vetor v € expresso por:

v=va+v,a,+va,, 2.15

e tal que os versores a,, (i = 1, 2, 3) que constituem a base de &, sdo unitarios. Uma

vetriz %, ¢ entdo definida como a matriz coluna que armazena, em seus componentes, 0s
versores relativos a esta base:
a,
A A
F.=|a, 2.16
a,

Nao ha conflito em utilizar o mesmo simbolo %, para denotar a base e a vetriz, pois esta
ultima fornece justamente os versores da base. Nota-se que a vetriz € tanto uma matriz
quanto um vetor, de onde provém o nome de vetriz. Se for definida agora a matriz
coluna dos componentes do vetor v na mesma base, isto ¢, sendo v dado por:

segue entdo imediatamente que se pode perfeitamente passar da representacdo matricial
para a vetorial (e vice-versa) por meio de simples operacdes de produto escalar entre
vetores ou produto de matrizes:

v=v' F=9"v, 2.18

e similarmente

I<
o

V=V-F=F -Vv=|V-a, 2.19

i<

i<
o
w



Estas equagdes, embora simples, sintetizam ao mesmo tempo o poder e a flexibilidade
das vetrizes, pois permitem passar de uma representacdo para outra. E claro que desta
ultima pode-se também inferir que

vVisvg'=g".v, 2.20
de onde se percebe que, ao contrario de um vetor, uma vetriz pode ser transposta.

E importante notar que as vetrizes comportam-se tanto como vetores quanto como
matrizes. De fato, percebe-se que:

Q 2:‘3 _éz
T _ A I A X
I xF' =l-a, 0 a |=-F, 221

enquanto que:
F - F'=1 2.22
no qual 1 ¢ a matriz identidade de ordem 3.

O produto escalar entre os vetores u e v expressos na base %, pode agora ser posto na
forma de vetrizes, resultando:

uv=u' 7 -F ' v=u'v, 2.23

ja definido anteriormente. O produto vetorial entre u e v ¢ realizado de forma similar:

uxv=u'FxF ' v=—u' Fv=F"u"v, 2.24
cuja prova serd deixada a cargo do leitor.

A principal distingao entre as representagdes ¢ evidenciar que um vetor, ao contrario de
seu equivalente matricial, ndo necessita de uma base. De fato, dados dois sistemas de
coordenadas #, € %5, se Vv, € v, representarem respectivamente o vetor v nestas bases,

entdo pode-se escrever:

v=F"v, =F"v,, 2.25

a

e, analogamente,

V=T NV, =T 2.26



2.3 Rotacoes entre sistemas de coordenadas

~ ~ A \T
Se um sistema de referéncia &, cuja base ¢ dada pela vetriz. %, = (lﬂ)1 b, 93) possuir

uma dada orientacdo relativa a um outro sistema.%#,, entdo conhecendo-se 0os co-senos
diretores dos versores de.%#, em relagdo a.#, (Figura 2.1) pode-se relacionar os sistemas
por meio de:

b =¢ 3 +¢,a,+c;a,
b, =c¢) 3 +¢ya, +0y 8, 2.27
b, =c¢; 2, +cy,a, +¢; 2,
que leva a expressao:
Z=C, 7, 2.28
no qual a matriz Cp, fornece os co-senos diretores da transformagao:
¢, €, O b,-a, b,-a, b -a,
_ _ ~ A ~ A ~ A _ T
C.=|¢y ¢y ¢y|=|b,-a b,-a, b,-a, |=5-F 229
G G G by-a, b;-a, b;-a,

Figura 2.1 — Os sistemas de coordenadas %, ¢ ;.

Uma vez que toda matriz de transformagao entre sistemas de coordenadas retangulares ¢
ortogonal propria, entdo vale a propriedade:

c'=C =C,, 2.30
de onde se conclui que:
% =C4%=C,%=C, %. 2.31

Multiplicando a direita pela transposta da vetriz.#;, tem-se igualmente que:

C,=F-F". 2.32

a



Em particular, quando a transformagao envolvendo os sistemas € uma rotagdo pura
efetuada ao redor de um dos eixos cartesianos (1, 2 ou 3), entdo as matrizes que
relacionam os sistemas resultam em (HUGHES, 1986; WERTZ, 1978):

1 0 0
C,(0)2| 0 cos® send |, 2.33

0 —sen® cosO

cosO 0 —sen
cC,®=| 0 1 0 2.34
senO 0 cosO

cos® senB O
C,(0)=| —sen® cos® 0 2.35
0 0 1

A Figura 2.2 ilustra uma transformacao de rotagao ao redor do eixo z.

A

Za| Zb

Cra = C3(0)

N “y h

a

Figura 2.2 — Rotacdo de um sistema de coordenadas ao redor do eixo z.

Estas matrizes sdo denominadas basicas, pois operam em dire¢des especificas. Para
inverter qualquer uma delas, basta trocar o sinal do angulo de rotagdo, o que leva ao
resultado:

C'(0)=C!(0)=C,(-0). 2.36

Se v, e v, representarem a matriz coluna dos componentes do vetor v nas bases %, € %,
respectivamente, entdo por definicdo tem-se que:

V=TV, V=5V, 237

mas, da inversdo desta ultima, v=% Ty »» que resulta, apos a substitui¢do em v,:

v,=F-F"v,=C,v,, 2.38

a a



um resultado ja bastante conhecido. C, representa a matriz, portanto, dos co-senos
diretores da base .#, na base %, ou a matriz de rotacdo que gira o sistema b em dire¢ao
ao sistema a.

2.4 Operacoes entre vetores e entre vetrizes

Com base nas defini¢des de vetrizes e matrizes de mudanca de base, pode-se estabelecer
as principais propriedades das operagdes entre vetores. Seja entdo trés vetores u, v e

W, cujas representagdes matriciais u=.%-u, v=4-v € w=%-w sdo conhecidas
em bases distintas #,, %, € F#, respectivamente, e tal que C,; ¢ C,. sdo as matrizes de
mudanga de base entre os sistemas.#, e %, € entre #, € %, ou seja:

Cab:'ga'.'ng’ Cac:'ga.'gcj' 239

Neste caso, a soma, o produto escalar e o produto vetorial resultam:

Ut yEw=
=7"(u+C,v+C, W)
T (T T ) 240
=7 (C,u+v+C,C_w)
= ZT (CZC u +C£c Cabv+w)
uv=u'7-F'v=u"C,v=(Cl,u) v, 2.41
uxy=
=u' FxF ' v=u' FxF"'C,v=F"uC,v , 2.42
=u' FxF v=u C,FxF'v=F"(C,u)v
Mas, substituindo Z " =.Z " C!, nesta ultima expressdo chega-se a identidade:
(€ uy=C.u'C,,. 243

. A ~ A \T " " ~ \T .
Considerando que & =(a, a, a,) e & =(131 b, 133) , define-se as seguintes

operagdes para as vetrizes:
a) Produto escalar de um vetor por uma vetriz, resultando uma matriz coluna:
V-F=F V=V 2.44

b) Produto vetorial entre um vetor e uma vetriz, resultando uma vetriz.#.:

1<
X

2 :—Vx%zz;(v:ggc- 2.45

1

<
X
Il
i<
X
189> 18> a0

|<
X
(98]
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¢) Produto escalar entre vetrizes, resultando numa matriz ou num escalar:

él'bl él'llz 2:‘1 '133
T A| A N A > A N _
%‘7;) =2 lll a, 'llz a, 133 - Cab 2.46
é3m éfb ézm
T A A T A " A ~
SARS _§1'131+§2'132+§3 133 2.47
d) Produto vetorial entre vetrizes, que resulta no produto de uma vetriz vetorial por
uma matriz:
a,xb, axb, a xb,
T Al A » A > A » _ x
FxF =|a,xb a,xb, a,xb,|=-F"C, 2.48
a,xb, a,xb, a,xb,

e) Produto de uma vetriz por uma matriz coluna, resultando num vetor:

vVF=F"v=v, 2.49
2.5 Diadicas

Uma diadica ¢ definida como o produto entre dois vetores. Representa-se este produto
por uma justaposi¢do dos vetores u e v , resultando numa diadicaD:

D=uv, 2.50

sendo que este produto, em geral, ndo ¢ comutativo, isto ¢, uv = vu. A adigdo das
diadicas I e J ¢ também uma diadica D=1+J. O produto interno entre um vetor e
uma diadica, diferentemente do produto escalar, resulta num vetor:

u=v-D, 2.51

—

e que também ndo ¢ comutativo, uma vez que v-D=# D-v. Embora uma diddica seja
representada por uma seta sob o simbolo, ela possui propriedades diferentes dos vetores
e, rigorosamente, ndo pode ser considerada como um vetor. Por sua vez, se for
considerado que um dos vetores da diddica origina-se do produto vetorial entre dois
vetores, define-se entdo:

2

2.52

12

J=(WXxu)y=wxuvy=wx

2

que ¢ também uma diddica. Contudo, percebe-se novamente que este produto nio ¢
comutativo e nem reciproco como o produto vetorial entre dois vetores:

K=u(yxw)=uyxw=Dxw 2.53
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O duplo produto vetorial na forma ux(vxw) resulta num vetor que se encontra no
plano de v e w, e assim pode ser posto como uma combinagdo linear destes dois
vetores, o que leva a:

ux(Vxw)=(u-w)y-—(u-v)w 2.54
Porém, uma vez que os paréntesis do segundo membro sdo desnecessarios, pois ha

somente uma forma de se calculé-lo, entdo esta propriedade fica:

ux(vxw)=u-wv-u-vw=u-D_-u-D_=u-(D, —-D ) 2.55

— Wy

Decorre dai que as diddicas surgem sempre em decorréncia de um produto interno, e
considerando a igualdade u-vw=wu-v=wyv-u, tem-se igualmente que

Ll ’ Dvw = Dwv ‘u 256

Substituindo esta propriedade no duplo produto, chega-se a

l_!x(yxv_.v):g.pwv_Dwv'g:Dvw'l_!_l_!.D 257

w2

que mostra que o produto interno entre uma diadica e um vetor ndo ¢ comutativo.

Considera-se novamente a diadica D=uv, tal que os vetores sdo conhecidos numa
base #,. Aplicando o conceito de vetrizes, tem-se que

D=Fuw' =9 D7, 2.58

de onde se conclui que a representa¢do matricial de uma diddica ¢ uma matriz quadrada
de ordem 3, tal que D=uv’. A semelhanca dos vetores, uma diadica é também

expressa em relacdo a uma base de coordenadas. Inversamente, a representacao
matricial pode ser obtida a partir da sua diadica:

D=5 -D-F 2.59

Nota-se ainda que o duplo produto interno de vetores por uma diadica resulta num
escalar, ou seja:

u-D-v=u'Dv, 2.60
caso os dois vetores e a diadica sejam todos expressos na mesma base.

Uma diadica nula (D =0) ¢ uma diadica cuja representa¢do matricial ¢ uma matriz nula.
Uma diddica unitaria (D =1) ¢ uma diddica cuja representacdo matricial ¢ uma matriz
identidade (D =1) de ordem 3. O produto interno de uma diddica unitaria por um vetor
qualquer ndo altera este vetor:

g =

u=u-1=1-u. 2.61
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Uma diddica, a semelhanca de um vetor, pode ser expressa em bases distintas.
Considera-se entdo a diadica D e suas representagdes D, e Dj, nas bases #, e #,. Como,

da definigdo, D, = -D-Z', segue imediatamente que:

D, =%-%D,% % =C,D,C,=C,D,C,. 2.62

Este resultado indica que a transformacgao de uma diadica ¢ realizada multiplicando-se a
matriz da diddica pela matriz de rotagdo a esquerda e pela transposta desta a direita.

Um caso particularmente interessante ¢ o de uma diddica cujos vetores u e vque a

formam sao conhecidos em bases distintas, #, e %, respectivamente. Pela defini¢dao da
diadica tem-se

D=uv=Fuw'Z=9'D,7, 2.63

= a

que, inversamente, fornece:

D,=uv =D=F-uv- 7' =7-D-F". 2.64

a —

Porém, pode-se, igualmente, representar esta diadica integralmente em qualquer uma
das bases, como D, na base %, e D, na base %, que resultam:

D,=%-D-5'=5-9'D,% -9 =D,C,. 2.65
€
D,=%D-%'=%-9'D,% % =C,D,,. 2.66

As diadicas representam um papel importante na dinamica de corpos rigidos. Sera
mostrado que a inércia de um corpo ¢ de fato uma diddica, ou seja, uma matriz. A
diadica permite, portanto, que as equagdes da dindmica possam ser obtidas
consistentemente na forma vetorial.

2.6 Problemas

2.1) Demonstrar as seguintes propriedades das vetrizes

a) F xF =-F
b) uxv=u'FxF ' v=—u' Fv=F"u"v
uxv=u'FxZF ' v=u'FxF ' C,v=F"u"C,v
=w' IxF v=u'C,FxF ' v=F (C,u)v
d (C,w)=C,u"C,
e) VXF =V =F V=5
) FxF' =-F"C,

¢)
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2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

Se u, v e wforem vetores cujas representagdes matriciais sdo conhecidas nas

bases #,, % ¢ Z., respectivamente (ou seja, u,, v, € W.), pede-se a representagao
matricial do duplo produto vetorial ux(vxw) nas 3 bases, supondo conhecidas

as transformagoes entre os sistemas, isto €, C,p, Cpc, € Cye.

Se u for um vetor conhecido na base #, ¢ D for uma diadica conhecida na base
“», pede--se a representagdo matricial do produto escalar u-D nas duas bases,

dada a matriz de transformagdo de coordenadas C,. Apresentar também a
representagdo matricial do produto escalar D-u.

Se w for um vetor conhecido na base #, e D for uma diddica conhecida na base
5, pede--se a representagdo matricial do produto vetorial wxD nas duas bases,
dada a matriz de transformagao de coordenadas C,.

Provar a igualdade rx(wxr)=(r-r1—rr)-w.

Obter a representacdo matricial da expressdo h=(r-r1-rr)-w, sabendo-se que
r ¢ w sdo conhecidos numa mesma base, e que D =rr.

Mostrar que, qualquer que seja a base da representagdo matricial do vetor r, a

forma matricial da diddica J =r-r1—rr é uma matriz simétrica, isto &, J=J".

14



3 REPRESENTACAO DA ATITUDE

A atitude ou orientagdo de um corpo no espago ¢ definida por um conjunto de
parametros que permitem, de forma univoca, correlacionar num instante de tempo
qualquer um sistema de coordenadas fixo ao corpo a um outro sistema supostamente
fixado a uma base. Em geral assume-se que este ultimo seja inercial ou quase inercial,
que significa que seu movimento, em relagdo a um sistema verdadeiramente inercial,
seja desprezivel quando comparado com o movimento proprio do corpo. Por outro lado,
a compreensdo do que se denomina sistema inercial requer que faga concessdes ao rigor
matematico. De fato, considera-se que um sistema inercial seja aquele que nao apresente
movimento de rotacdo. Porém, isto requer dois procedimentos: ser capaz de diferir entre
movimentos angulares infimos € nenhum movimento angular, ¢ medir estes resultados
em relagdo a um outro sistema que, em esséncia, tera que ser ainda mais imovel do que
este que se esta tentando medir. E obvio que, se existe um sistema “mais inercial” do
que outro, entdo este sistema deva ser adotado, pelo menos por enquanto. Como sera
visto adiante, pode-se mostrar que o momento angular de um corpo em movimento de
rotacdo e ndo sujeito a torques tende a permanecer imodvel inercialmente. Este principio
permite que se estabelecam direcdes inerciais baseadas em eixos de rotagdo.
Infelizmente ¢ muito dificil encontrar corpos efetivamente livres de torques. O eixo de
rotacao da Terra ¢ comumente adotado como uma das dire¢des inerciais, porém sabe-se
que este eixo efetua um movimento conico ao redor de um eixo perpendicular a orbita
da Terra ao redor do Sol em um periodo de cerca de 20 mil anos. Mesmo este ultimo
sofre influéncias das estrelas proximas e da galdxia como um todo e, portanto, ndo pode
ser considerado como verdadeiramente inercial. Outra solu¢dao consiste em definir um
sistema inercial com base na direcdo de determinadas estrelas. Sabe-se, contudo, que
estas apresentam movimento relativo ao sistema solar. Atualmente considera-se que a
melhor estimativa de sistema inercial seja aquela dada pelas diregdes de quasares
distantes. Ainda assim, embora a velocidade de afastamento deles possa ser medida,
quase nada pode ser dito a respeito do movimento angular transversal, exceto de que
deve ser suficientemente pequeno para que possa ser desprezado.

Para as finalidades abordadas aqui, ¢ suficiente considerar como inercial o sistema
geocéntrico celeste, cujos eixos coincidem com o eixo de rotagdo da Terra e com a
direcdo da interse¢do do plano do equador com o plano da ecliptica.

3.1 Matriz de co-senos diretores

Uma matriz de mudanga de base, como a matriz de co-senos diretores, constitui uma
representacao da atitude, uma vez que permite estabelecer a orientacdo de um dado
sistema de coordenadas %, em relagdo a base.#,. Em geral assume-se que o sistema . ¢
movel com relagdo ao sistema #,, mas a matriz nao identifica qual dos sistemas ¢ o
movel e qual ¢ o fixo. Matrizes de co-senos diretores sdo ortogonais proprias € isto quer
dizer que o produto escalar de uma linha (ou coluna) por outra resulta nulo, ja que, por
defini¢do, as linhas (ou colunas) constituem os componentes dos versores da base do
sistema %, em relagdo ao sistema #,. Além disso, como tais versores sdao unitarios,
entdo o modulo de cada linha (ou coluna) ¢ também unitario. Tem-se com isso 6
condi¢des que relacionam entre si as 9 coordenadas dos versores da base. Restam,
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portanto apenas 3 parametros realmente independentes numa matriz. De fato, Euler
enunciou que sao necessarios apenas 3 parametros para definir univocamente a
orientagdo espacial de um sistema de coordenadas em relagdo a qualquer outro.
Conclui-se, portanto, que uma matriz C de mudanca de base ndo ¢ a forma mais
apropriada para descrever a atitude de um corpo, porque apresenta alta redundancia
Interna.

As matrizes de mudanga de base foram vistas no capitulo anterior. Resta ainda analisar
a composicdo de movimentos neste tipo de representacdo. Assim, se C,, € Cp. forem as
matrizes que relacionam respectivamente as bases &, com %, ¢ %, com &, entdo pela
definicao

Va:Cab Vb’ 31

Vb = Cbc Vc 32

de onde decorre que:

v,=C,C, v.=C_v,_, 33
ou seja:
c.=C,C,., 3.4

do qual se conclui que a matriz resultante de uma seqiiéncia de duas ou mais
transformagdes entre sistemas ¢ dada pelo produto das matrizes de transformagdes.
Enfatiza-se novamente que este resultado ndo é comutativo, pois a ordem das rotagdes
influi na atitude atingida.

3.2 Angulo e eixo de Euler

Euler também provou que qualquer orientacao pode ser descrita como sendo produzida
por uma rotacdo de um dado angulo 0 ao redor de um dado eixo a. Durante a rotagdo, a
orientacdo do sistema movel permanece fixa em relagdo ao eixo de rotacdo, o que
permite escrever que

Ca=a. 3.5

como visto na Figura 3.1. Pode-se mostrar, entdo, a partir das propriedades das matrizes
de mudanga de base e seus autovalores e autovetores, que a matriz Cp, ¢ dada por:

C, =cos01+(1-cosO)aa’ —sinOa*, 3.6

ou
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c0+a’(1-c0)  aa,(1-c0)+a,s0 aa,(1-cO0)—a,s0
C, =|aa(l-c0)-as0 cO+a;(1-c0) aa,(1-cO)+as0 |, 3.7
aa,(1-c0)+a,s0 aa,(1-c0)—a,s0  cO+a;(1-cO)

condicionado a a’a = 1, onde 1 representa a matriz identidade de ordem 3 e a;, a; € a3
sdo os componentes do vetor a em qualquer um dos sistemas. Na equagdo acima cO =
cos0 e sO = senB. Apesar da aparente reducao no numero de pardmetros para descrever a
atitude, ainda assim a condi¢do de que o modulo de a seja unitario introduz uma
condi¢do a mais, e, novamente, tem-se apenas 3 parametros realmente independentes
nesta representa¢do. Os denominados angulo e eixo de Euler, 0 e a, podem ser obtidos a

partir da constatacdo de que o trago da matriz de transformagdo vale 2cosf + 1, e,
portanto,

cos@z%(cll+czz+c33—l). 3.8

Figura 3.1 — Rotagao efetuada com eixo e angulo de Euler.

Embora 0 possa assumir qualquer valor entre —r e 7, costuma-se limita-lo ao intervalo 0
< 0 < w, uma vez que a rotagdo (a, 0) ¢ totalmente equivalente a (—a, —0). Admite-se,
portanto, que o seno de 0 seja calculado a partir do co-seno, e com isso tira-se que

Cy3 —Cy C31—Cp3 Cp =6y

a, = , a4, = , Gy =———, 3.9
2sen 0 2sen0 2sen 0

desde que, obviamente, o seno de 0 seja ndo nulo. Para o caso senf = 0 e cosO = 1, ou
equivalentemente quando o traco da matriz for igual a 3, nota-se que o eixo de rotagao ¢
indefinido, porque ndo houve, na realidade, rotagdo alguma. Finalmente, se senf = 0 e

cos® = —1, ou se o trago da matriz for igual a —1, o angulo devera ser igual m, e as
componentes do eixo serdo calculadas por:
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alzi,/%, azzi,/l-’_%, a3=i,/l+%, 3.10

sujeitos as seguintes condigdes:
¢, =2a,a,, c¢5=2aa,, c,;=2a,a 3.11

Uma seqiiéncia de transformagdes pode ser reduzida a um unico angulo-eixo de Euler.
Se (aj, 0;) e (a, 6,) forem as rotagdes efetuadas num corpo, entdo se pode mostrar que
o angulo e o eixo resultante (a, 0) serdo dados respectivamente por (HUGHES, 1986):

cosgzcosicosi—seniseniaf a, 3.12
2 2 2 2 2

a sen9 =a, seni COS&+32 cosi sen&vtaf a, sen& seni 3.13
2 2 2 2 2 2 2
3.3 Angulos de Euler

Como foi visto, qualquer orientacdo no espaco pode ser descrita por meio de apenas trés
parametros. Euler concluiu que trés angulos seriam suficientes para estabelecer a
correspondéncia entre os sistemas de coordenadas, caso as rotagdes fossem realizadas
nos eixos cartesianos. Além disso, qualquer que seja a orientacdo final, ela pode ser
obtida a partir de uma seqiiéncia de rotagdes realizada ao redor de quaisquer eixos, 1, 2
ou 3, desde que a primeira e a segunda, ou a segunda e a terceira rota¢ao ndo sejam
realizadas sobre o mesmo eixo. Sdo, portanto, validas as seqiliéncias de transformagoes:
1-2-3, 3-1-3, 2-1-3, 1-3-1, etc. A atitude de corpos em rotagdo ao redor do eixo 3 ¢
facilmente visualizada numa transformacdo 3-1-3, como visto na Figura 3.2, com
angulos 0;, 0, e 03, respectivamente. Neste caso, 0; e 0, permanecem fixos, enquanto

que 0;3(f) descreve o movimento de rotacdo ao redor de l:)3. Esta transformagao ¢
descrita por:

CICS _S1C253 S1C3 +C102S3 S2S3
C,, =C,(0;)C(0,)Cy(0)) =| =¢85 —5,6,6; =85, +C10,C5 5,65 3.14

515, €15, %)

onde ¢; = cos(0;) e s; = sen(0;), com i = 1, 2, 3. Existem ao todo 12 combinagdes entre
eixos e angulos, o que se traduz por um mesmo numero de matrizes de transformacao.
Muitas delas sdo pouco utilizadas, e as mais freqiientes em aplicagdes de determinagao,
navegagdo e controle sdo a 1-2-3, 3-1-3, 2-1-3 e 3-2-1. Todas as matrizes, contudo
apresentam singularidades para certas situagdes, que surgem quando o angulo
intermediario assume valores iguais a km/2, para k inteiro. Surge entdo dois conjuntos de
transformagodes, das quais 6 delas sdo realizadas sobre 3 eixos distintos, em que a
singularidade se dé4 para 0, = k m, e 6 restantes nas quais o primeiro eixo € repetido na
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terceira rotacdo, ¢ onde a singularidade ocorre em 0, = (2k +1) /2 (WERTZ. 1978).
Nestas ultimas os dois angulos restantes ficam indeterminados, € ndo ha uma solugdo
unica para a atitude. Para a transformagdo 3-1-3, por exemplo, a matriz de
transformagdo na singularidade 0, = 0 resulta:

cos(0,+60,) sen(0,+6,) O
C,, =| —sen(0,+6;) cos(6, +6;) 0], 3.15
0 0 1

que ¢ equivalente a uma rotagdo ao redor do eixo 3 de um angulo 6; + 63, tornando-se
impossivel distinguir os valores individuais deles.

A,

| 80>

7 0,
Figura 3.2 — Rotagdo 3-1-3 com seqii€ncia de dngulos 04, 0, ¢ 0s.

Por sua vez, os angulos da transformagdo 3-1-3 (ou outra qualquer) podem ser
calculados em funcdo dos elementos da matriz. De fato, percebe-se facilmente que:

0, = arctan [ij, 0, =arccos(cy;), 0, =arctan [CAJ, 3.16

—C3 Cy3

desde que 6, # 0 e 6, # «. Para 6, = 0 ou 6, = m, os angulos sao calculados por:

0,=0, 83:arctan(ﬁ} 3.17

€
limitados a 0 <0, <360° 0°<0,<180°¢ 0 <03 <360°.

E importante salientar que a definicdo de matriz de atitude pode variar nas referéncias
sobre o assunto. Alguns autores adotam a postura de que a matriz relaciona o sistema
fixo com o mével e outros adotam o contrario. Sabe-se que uma matriz ¢ a inversa da
outra, ou seja, sua transposta, o que permite rapidamente expressar uma em funcdo da
outra. Contudo, deve-se notar que a inversa de uma seqiiéncia de transformagdes
consiste na transformacao em ordem inversa:
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Cab = CZa = C3 (_el)cl(_ez)CS (_63) 3.18

Em func¢do das singularidades, angulos de Euler sdo pouco utilizados para representar a
atitude em modelos numéricos, a menos que se garanta que a atitude estara distante dos
pontos singulares, pois caso contrdrio podem ocorrer erros numéricos significativos.
Contudo, deve-se reconhecer que os trés angulos de Euler sdo de facil visualizacdo
quando comparados com outras representacdes da atitude.

Da mesma forma que o produto de matrizes ndo ¢ comutativo, uma seqiiéncia de 3
rotacdes também ndo comuta. Isto significa que a simples troca da ordem das rotagdes
individuais leva a resultados e transformacdes diferentes.

Outro importante conjunto de angulos, como mencionado anteriormente, ¢ a seqiiéncia
1-2-3, cuja matriz de transformac¢do em fun¢do dos angulos 0, 6, e 05 ¢ dada por:

Gy 8,0 038,888 — 68,0
C,,=C,(0,)C,(0,)C,(0,) =| =3¢, €3¢, — 858,85, €38, +858,¢ |, 3.19

S —Cy8 91

com os limites 0 < 0; <360°, —90° <0, < 90° e 0 < 05 < 360°. Segue imediatamente que
as relacoes inversas sao:

0, =arctan| —= |, 0, =arcsen(c;,), 0, =arctan| —- |, 3.20

Cs3 G
sujeitas as mesmas restrigdes da transformagdo 3-1-3 nas situagdes nas quais 0, = +90°.
3.4 Parametros simétricos de Euler

Uma das varias formas de se evitar os problemas numéricos advindos do uso de angulos
de Euler consiste na representagao por parametros de Euler. Os parametros baseiam-se
num eixo (vetor) e num angulo de rotacdo, de forma andloga ao angulo-eixo de Euler. O

r

angulo adotado, contudo, ¢ a metade do angulo de rotacdo 0, e a dire¢ao do eixo ¢
fornecida pela matriz coluna a com moddulo unitario. Os parametros simétricos sao
entdo definidos por:

azasen9 3.21

0
=COoS— 3.22
L 2
e satisfazem a condigao:

ge+n’=¢ +el+e+n =1, 3.23
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Sob tal circunstancia, deve-se indagar qual a vantagem dos parametros de Euler em
relagdo ao angulo-eixo de Euler, ja que ha pouca diferenca entre eles. De fato, mostra-se
sem grandes dificuldades (HUGHES, 1986) que se (g1, M1) € (&, M2) forem duas
transformagdes efetuadas nesta ordem, entdo a transformagdo que resulta desta
composi¢ao sera dada por:

€=m,8& +M,€§ +& &, 3.24

n=nmz—8{82a 3.25

que, contrariamente as expressdes analogas em angulo-eixo de Euler, independem de
operagodes trigonométricas, o que facilita a computacdo numérica. Devido a simetria
destas equagdes, os parametros de Euler sdo igualmente denominados paradmetros
simétricos de Euler, e obedecem a algebra de quatérnions (ou quaternides) introduzida
por Hamilton (HAMILTON, 1844). Quatérnions s3o numeros hiper-complexos
compostos por um vetor ¢ e um escalar ¢, na forma:

Q=q+g=gq,i+q, j+q.k+q 3.26

no qual o vetor q = (¢» g, ¢-)" & hiper-complexo, tal que i’ = j* = k* =i j k = —1. Porém,
o produto das bases imaginarias ¢ definido como:

ij=k jk=i Kki=j 3.27

de onde decorre imediatamente que o produto de quatérnions ndo ¢ comutativo. A partir
desta defini¢do, fica facil verificar que o produto entre dois quatérnions Q; =1; + € €
Q2 =1, + & resulta em:

Qle=nmz—81TSz+n182+n281+8f82- 3.28

Pela comparagdo desta tultima equagdo com a composi¢do de movimentos em
parametros de Euler, conclui-se que a transformagao pode igualmente ser efetuada com
o produto de quatérnions. De fato, uma transformacdo na forma v, =C,, v, , na qual
Cp, ¢ a matriz que relaciona os sistemas #, e %, pode ser igualmente realizada por meio
do produto de quatérnions, desde que um vetor possa ser considerado como um
quatérnion com o valor escalar 1 nulo:

v,=Qv,Q 3.29
onde Q = n — € é o conjugado do quatérnion Q =1 + &.
Substituindo agora os parametros simétricos em fung¢do do angulo-eixo de Euler

mostrados acima na matriz de transformagao em termos destas variaveis, tem-se entao
que
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C,,=("-¢g1+2ee —2ng* 3.30
ou ainda na forma completa:

nz + 812 _85 _8§ 2(g,&, +Mg;y) 2(g,85—Mg,)

C. =| 2ge,-ne) N -gte-e  2ee tNE) 3.31

2(g,&5t Mg,) 2(g,8; —Mg,) le _812 _Sé + 8§

Os parametros simétricos de Euler podem igualmente ser calculados em fun¢do dos
elementos da matriz de transformagao entre os sistemas, bastando verificar que:

n:i%\/ljtc 3.32

c
| Cy3 —Cx
E=—o1/| ¢ —C5 3.33
4n
Cip =€y

onde 6 =c,, +c, +cy; € o trago da matriz Cp,. A ambigiiidade no sinal de n reflete o

fato de que uma transformagao (g, 1) ¢ idéntica a outra na qual os sentidos do angulo e
do eixo sdo trocados, ou seja, (—¢, —1).

Infelizmente, como aponta Klumpp (KLUMPP, 1976), estas relagcdes falham quando n
for proximo de zero, ou melhor, quando o angulo 0 estiver proximo ou for igual a 7.
Nesta situacao ele recomenda adotar um procedimento que permita obter inicialmente o
modulo de cada elemento do vetor € por meio de:

I
=y —2 3.34
2 4

e, em seguida, determina-se o indice £ do elemento com maior valor absoluto entre os
trés. O sinal deste elemento ¢ entdo corrigido por meio de:

g, =sgn(c, —c¢;)lg |, 3.35
enquanto que os demais elementos sdo obtidos por:
e, =sgnle, (c; +¢)]lg; |, 3.36

onde sgn(-) ¢ a fungdo que fornece o sinal do argumento:
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-1, sex<0
sgn(x) =41, sex>0 3.37

0,sex=0
3.5 Movimento com angulos infinitesimais

Dada uma representacdo de atitude qualquer, pode-se verificar qual seria sua forma se,
ao invés de relacionar um movimento amplo, fosse este movimento de pequena
amplitude, causado por pequenas variagdes dos pardmetros. Este estudo ¢
particularmente importante em sistemas do tipo “strapdown”, nos quais uma plataforma
solidaria ao corpo mede, a cada instante, os deslocamentos angulares provocados pela
mudanca de atitude, em trés eixos ortogonais. Se for admitido que o movimento nao
provoque velocidades elevadas ou, adicionalmente, que o intervalo de medidas seja
suficientemente pequeno de forma a assegurar medigdes de pequenos angulos, entdao
esta estratégia ¢ beneficiada pelas simplificagcdes introduzidas na cinematica, tornando,
assim, a atualiza¢do da atitude computacionalmente simples e rapida.

Como apenas a representacao por angulos de Euler apresenta a caracteristica de possuir
o conjunto minimo exigido de parametros (apenas 3 angulos), ela ¢ a mais promissora
para esta analise. Qualquer uma das 12 diferentes configura¢des de seqiiéncia entre os
eixos ¢ igualmente valida para isso. Contudo, devem ser descartadas aquelas que
apresentam singularidades em 0, = 0, como a transformagao 3-1-3, pois os demais
angulos sdo indistinguiveis nesta posi¢do, como foi mostrado anteriormente. Por outro
lado, na transformagdo 1-2-3 a singularidade ocorre em 0, ~ 90°, permitindo entdo que
se obtenha a matriz de atitude considerando a seqiiéncia de angulos infinitesimais 0, 0,
e 05:

10, -6,
C,=-6, 1 6 |=1-0, 3.38
0, -0, 1

caso sejam negligenciados os termos de segunda ordem, e tal que 8=(6, 6, 6, )T.

Pode-se igualmente mostrar que todas as transformagdes que utilizam 3 eixos distintos
(como 3-2-1 ou 2-1-3, por exemplo), geram uma matriz idéntica a esta. Este resultado
pode também ser obtido por meio da expressdo para a matriz de atitude em termos do
angulo-eixo de Euler, bastando expandi-la em série de Taylor, até a primeira ordem:

1 a,0 —a,0
C,=|-a,6 1 a0 |=1-0a". 3.39
a,® —-a06 1
Nota-se, porém, que embora o angulo 0 seja infinitesimal, o eixo mantém-se com

magnitude unitdria. Também ndo ¢ dificil mostrar que um deslocamento angular
infinitesimal nos parametros simétricos de Euler leva ao seguinte resultado:
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1 2e,  2e,

C,=|-2 1 2 |=1-2¢ 3.40

2e, —2g 1

A combinagdo de dois movimentos pode agora ser realizado admitindo-se um vetor de
deslocamentos infinitesimais 0, entre os sistemas %, € %, € o vetor 0;. entre. %, e #.. O
produto das matrizes resulta:

c,=C,C, =1-60,-0,, 3.41

desde que, novamente, sejam desprezados termos de ordem superior. Este resultado
mostra que a combinacao de movimentos infinitesimais € comutativa, ja que o mesmo
resultado seria obtido invertendo-se a ordem das transformagoes.

3.6 Problemas

3.1)

3.2)

3.3)

3.4)

Mostrar que, se a matriz que relaciona os sistemas de coordenadas %, e &, for
expressa  por  meio do angulo-eixo de Euler na  forma

C, =cos01+(1-cos@)aa’ —sin0a*, entdo a igualdade C,, a=a ¢ obedecida.
Seja a matriz de transformacao 3-1-3 em angulos de Euler dada por:

C\C3 — 816,85, 8,C; T C\C,8, $,8;

C,, =

a

—C8; —81C,C3  —818; T C,C,C5 8,05 |,

518, €15, &)

no qual ¢ representa o co-seno € s o seno, e os indices 1, 2 e 3 representam os

angulos de rotacdo 6;, 0, e 03, respectivamente. Mostrar que o produto
To_

C,C, =1.

Demonstrar que a matriz de transformagao em angulo-eixo de Euler resulta em
C, =cos01+(1-cos@)aa’ —sinOa*,

onde a representa a direcao do eixo de rotacao e 0 o angulo de rotacao.

Se (a;, 0)) e (a, 0,) forem duas rotagdes sequenciais em angulo-eixo de Euler

efetuadas num corpo, e com matriz de transformagdo dada por
C,, =cos01+(1-cos0)aa’ —sin0a*, pede-se entdo para mostrar que o angulo e

o eixo resultante (a, 0) serdo dados respectivamente por:

o o _ 06, 0 0,
COS—=COS—COS——Seén— sen—al 32
2 2 272
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3.5)

3.6)

3.7)

3.8)

0 0, 0, 0, 0, . 0, 0,
asen—=a, sen—-cos—=+a, COS—-sen—=+a; a, sen— sen—=
2 2 2 2 2 2 2

Seja uma sequéncia de duas transformacdes em parametros simétricos de Euler,
dadas por (g1, n1) e (&2, M2). Demonstrar que

€=1,& +N,8& +€ &,

n=nmn, - 81T82
Considerando as propriedades dos quatérnios i’ =j*=k*=ijk=-1,ij=k, jk=

i e ki=j, demonstrar que o produto entre dois quatérnios Q; =1n;+€ e Q.=m>
+ g resulta em

T X
QQ,=mn,—§ & +Mn&+N,§ +8& ¢,

Mostrar que uma transformacdo de base de coordenadas, na forma v, =C, v, , na

qual Cy, ¢ a matriz que relaciona os sistemas.#, e %, pode ser realizada por meio
do produto de quatérnios

Vb = (_2 Va Q >
ondeQ = 1 — € é o conjugado do quatérnio Q = + &.

Mostrar que a matriz de co-senos diretores relativa a uma representagdo em
quatérnio Q =n + €, na qual n ¢ a parte escalar e € o vetor, resulta em

C,=(M"-¢ g1+2ee —2ne
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4 RELACOES DA CINEMATICA

O movimento de orientacdo de um corpo no espaco provoca mudangas nos parametros
que definem a atitude, de forma que a matriz de co-senos, ou os angulos ou ainda os
parametros de Euler sdo todos fungdes do tempo. E entdo necessario obter a forma com
que tais parametros variam. Infelizmente, as equacdes oriundas deste movimento nao
sdo lineares, o que impede que se conheca uma integral analitica para a solugdo, exceto
em casos particulares, como o do movimento rotacional puro, mostrado na Figura 3.2.
Se o corpo ndo estiver sujeito a forcas ou torques externos, € possuir um eixo de
simetria ao redor do qual ele gira, entdo os angulos 0;, 6, permanecem fixos, enquanto
que 03 varia linearmente com o tempo. Outros movimentos particulares também
possuem solugdo analitica, mas este ndo ¢ o caso mais geral de corpos com assimetria
de massa e sujeitos a torques. Diversas referéncias estudam estes casos e apresentam
solugdes (analiticas ou oriundas de integragdo numérica) do movimento de um sé6lido no
espago (HUGHES, 1986; WERTZ, 1978; MEIROVITCH, 1970; CRANDALL, 1968).

4.1 Velocidade angular

A velocidade angular de um corpo rigido ¢ definida como sendo o vetor instantaneo ao
redor do qual o sdlido gira. Devido a dindmica do movimento este eixo pode
movimentar-se tanto num sistema de referéncia inercial quanto no préprio sistema de
coordenadas fixado ao corpo. Torna-se, portanto, importante definir a dire¢do
instantanea do eixo de giro, além da taxa de rotacao angular instantanea ao redor deste
eixo. Fica entdo claro que a representacdo da atitude por meio de rotagdes infinitesimais
permite estabelecer a definicao de velocidade angular com base em:

020 4.1

T ~ . . . . . . .
onde 6=(6, 6, 6,) sdo infinitesimais ¢ medidos nos eixos cartesianos. Se for

considerado que o angulo 0, na representacao por angulo-eixo de Euler, seja também
infinitesimal, entdo se mostra que o vetor velocidade angular possui, em conseqiiéncia,
a mesma direcao do eixo de Euler instantaneo, e magnitude dada pela variacao temporal
do angulo.

A velocidade angular ¢ uma medida do movimento de um corpo, ou um sistema de
referéncia, com relagdo a um outro sistema. Sejam entdo os sistemas ortonormais %, €
Fp, como mostrado na Figura 4.1. As origens podem coincidir, e geralmente coincidem;
na figura a separagdo entre os sistemas ¢ meramente pictorica, para facilitar a
visualizagdo. O vetor velocidade angular ®,, representa a medida da rotagdo do sistema
F, em relagdo a #,, e ¢ 0 mesmo quer seja medido no sistema #,, quer seja medido em
F», embora, como ja visto, suas componentes ou equivalente matricial sejam diferentes

nestes sistemas. Contudo, a velocidade reciproca, isto ¢, a velocidade ® , do sistema %,
em relagdo a %, tem mesmo modulo e dire¢do de ®,,, porém com sentido contrério, ou
seja:
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(L)ba +(9ab = Q 42

Analisa-se agora a composi¢cado de movimentos entre os sistemas. Considera-se
inicialmente um ponto material cuja posi¢do ¢ descrita pelo vetor u fixado ao sistema
F», como indicado na Figura 4.1, e deseja-se conhecer qual a velocidade deste ponto
relativa ao sistema #,. Como este ponto gira ao redor de ®,,, a velocidade é entdo

perpendicular ao vetor velocidade angular e tangente a trajetoria circular, e portanto ¢
dada por:

_du_,

v, 43
Uodt

Figura 4.1 — Movimento de rotagd@o entre dois sistemas de coordenadas

Contudo, se este ponto material mover-se no espago, sua velocidade sera interpretada de
forma distinta por observadores situados em cada um dos sistemas, ja que existe
movimento relativo entre eles. Isto significa que a variagdo temporal do vetor u

depende do sistema de referéncia na qual é realizada. Por meio da composicao de
movimentos, sabe-se que a velocidade de um ponto num sistema ¢ igual a velocidade
deste ponto com relagdo ao segundo sistema adicionada da velocidade de arrasto entre
os sistemas, o que leva a:

% :@ +0,, xu, 4.4
tl, dt|,

onde o indice subscrito indica o sistema de coordenadas na qual a velocidade do ponto ¢
medida. Para facilitar a notagdo, as variagdes temporais realizadas no sistema %, serdo
representadas por um indice sobrescrito no vetor, enquanto que o ponto indica sua
derivada temporal:

-aAdLl . b dg

u’ = , 0 =—=, 4.5
- dt|, T dt,

e assim a composicao de velocidades fica:
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. . b
u =0+, xu 4.6

Nota-se que o vetor u ¢ o mesmo em ambos os sistemas. O indice sobrescrito

representa somente o sistema de referéncia no qual a variacdo temporal do vetor ¢
avaliada. Considera-se agora um terceiro sistema de coordenadas .#. cujas velocidades
angulares ®_, e ®_, sdo conhecidas em relacdo aos sistemas #, e %, respectivamente.

Decorre dai que as velocidades do vetor u nestes sistemas valem u“=u‘+®_ xu e

i’ =i+, xu. Substituindo esta Ultima na expressio que relaciona as velocidades
nos sistemas.#, €%, chega-se a:

U=+ (0, +,)xu 4.7
de onde se conclui, por comparacgdo, que velocidades angulares sdo aditivas, isto €:

0., = (i‘)cb +(_,“.)ba 48

— ca

Este resultado permite obter a velocidade angular resultante da composicdo entre
sistemas de coordenadas distintos. A aceleracdo do ponto material pode agora ser obtida
aplicando-se novamente a varia¢ao temporal a velocidade do vetor u, ou seja:

. d .,
uw'=—@ +m, xu 4.9
= dt(a = ba a)a

Uma vez que nao houve necessidade de particularizar qualquer um dos sistemas de
coordenadas, entdo os vetores podem ser tratados de forma semelhante, o que leva a

g . b . . b
Ll _9 +(9baxl;l +((9ba+(9bax(9ba)xg+(9bax(g +(9baxg) 410

onde se percebe que, da mesma forma que a velocidade angular, também a aceleracao
angular ®,, ¢ idéntica quando avaliada em ambos os sistemas. Re-agrupando-se os

termos, chega-se a:
..q _ e:b . b - b
U =" +20,, x0" +@,, XU+, *(0,, xu) 4.11

que pode ser interpretada como: a aceleracdo “ de um ponto material num sistema de
referéncia fixo € igual a aceleracdo deste mesmo ponto relativa ao sistema movel ijb,
acrescida da aceleragdo de Coriolis 20,, xu”, da aceleracdo angular do sistema mével
@) xu, e da aceleragio centripeta ®, x(®, xu). Nota-se, além disso, que a
aceleracdo do sistema movel deve ser avaliada no seu proprio sistema, ou seja, F.

A varia¢ao de uma vetriz no tempo també&m pode ser obtida j& que os versores da base
podem ser considerados como vetores representados no proprio sistema de coordenadas.

De fato, considerando-se o versor b, do sistema %, e aplicando-se a composi¢do de
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velocidades, entdo b; =®,, xb,, pois este versor ¢ estacionario no seu proprio sistema.
Pode-se portanto escrever:

AR 4.12
O processo de variagdo de uma diddica D=uv representada na base %, leva ao
resultado:

Da:Db+(9baXD_qu)ba 413

Passa-se agora a considerar a relagdo da velocidade angular com as representagdes ja
discutidas da atitude. Em outras palavras, deseja-se conhecer como os parametros da
atitude variam dado que o vetor velocidade angular seja conhecido. A matriz de atitude

¢ definida pelo produto de vetrizes, na forma C,, =% -% ', e considerando que

& “ =0, resulta que

C, =79 =-0,F - F' =-0,C, 4.14

a a

Porém, como os elementos da matriz de atitude sdo correlacionados entre si, erros
oriundos da integracdo numérica desta equagdo fazem com que ela perca a condicao de
ortogonalidade e de determinante unitario. Métodos para restabelecer tais condigdes
devem ser empregados sempre que necessario. A velocidade angular pode ser isolada
desta ultima relacao, o que fornece:

(")Za = _Cba C}];a 4 15

que permite relacionar a velocidade angular com as variagdes dos parametros que
definem a atitude, quaisquer que sejam eles.

Cumpre ainda salientar que a disting@o entre derivadas realizadas em diferentes sistemas
¢ aplicavel exclusivamente a vetores (incluindo, ¢ claro, diadicas e vetrizes). Escalares,
matrizes e representagdes matriciais de vetores, como aqueles analisados nas segdes
seguintes, ndo necessitam de tais distingdes.

4.2 Cinematica em dngulo-eixo de Euler

Para exprimir a cinematica em funcao dos parametros de angulo-eixo de Euler, parte-se
da relacdo acima e da equagdo que relaciona a matriz de atitude com estes parametros
na Equacdo 3.6. Derivando-se esta ultima, tem-se:

C, 2-0s01+0s0aa” +(1-cO)aa’ +(1-cO)aa’ —6cOHa" —sOa" 4.16

que pode agora ser substituida em ®;, =-C, C, , e na qual s e cO representam o seno

e o co-seno do angulo 0, respectivamente. A simplificacdo desta relagdo ¢é realizada
considerando-se as igualdades:
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a'a=1, a'a=a’a=0, a’a=0,

a’a“ =0, aa’ =1+a"a”, a‘a* =aa’, 4.17
A‘a=-a"a, a“aa’ +aa’a*=-a", aa’ —aa’ =(a"a)",

e chega-se a
o, =0a"—(1-cosO)(a"a)" +sinBa” 4.18

Decorre imediatamente desta expressao que:

©®, =0a—(1-cosf)a*a+sinBa, 4.19

porém esta ndo fornece as equagdes na forma diferencial. Para isso multiplica-se a
T . .
esquerda por a° e empregando-se as igualdades relatadas acima, tem-se que:

0=2a"w,, 4.20

Para isolar a recorre-se a0 mesmo procedimento, ao multiplicar-se a esquerda por a*, e
com isso

a‘®m,, =—(1-cos0) (aa’ —1)a+sinOa*a 421
a‘®,, =—(1-cos0) (aa’a—a)+sinOa*a 4.22
a‘m,, =(1-cos®)a+sinba"a 423

Pré-multiplicando-se novamente por a*, tem-se que
a’a’®,, =(1-cos@)a”a—sinOa. 4.24

que pode ser compreendido como um sistema de duas equagdes nas incognitas a ¢ a*a .
Isolando agora o valor desta ultima na primeira equagdo e substituindo-se na segunda,
chega-se a:

a= l(ax —ﬂaxaxjmba 4.25
2 1-cos0

que, junto com a expressdo de O permite integrar a atitude. Deve-se impor a condigio
de normalidade a’a=1 durante esta integragio. Nota-se, contudo, que esta relagio
apresenta singularidade em 6 = 0, ja que

cotd=_Sin0 426
2 1-cos0

o que inviabiliza sua utilizacdo em algumas situacdes.
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4.3 Cinematica em angulos de Euler

T

». » € considerando,

Com relagdo a angulos de Euler, parte-se novamente de o}, =—C, C
por exemplo, uma seqiiéncia 1-2-3, tem-se entdo que

o, =—(C,C,C,+C,C,C,+C,C,C)CI CI C] 4.27
ou
o, =-C,C,CC/ CICi-C,C,CICl-C,C! 4.28
Mas
0 0 0 0 0 -6, 0 6, 0
CC'=[0 0 6[CC=[0 0 0 |,eCCi=|-6, 0 0]. 4.29
0 -6 0 6, 0 0 0 0 0

T

Fazendo 1,=(1 0 0)', 1,=(0 1 0)
CCl=-1,6)), C,C! =-(1,6,) e C,C} =—(1,0,)", de onde

e 1,=(0 0 1)', tem-se entio que

;, =C;C, (1,6, €] €7 +C,(1,0,) €T +(1,0,) 4.30
que sera igual a

;, =(C;C,1,6,) +(C, 1,6,) +(1,6,)" 431
de onde se conclui que

0, =C,C,1,6,+C,1,0, +1,6,. 432

Fazendo as substitui¢des, chega-se a

o, =5(6,,0,)0, 4.33
onde
cosf,cosB, senB, O 0,
S(0,,0,)=| —sen®,cosO, cos®, 0|,e 0= 92 . 4.34
sen 0, 0 1 0,

A matriz S necessita ser invertida para se chegar as equagdes diferenciais da cinematica
em termos dos angulos de Euler, o que leva a
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cos0,secO, —senO,secO, 0
0= sen O, cos 0, 0|o,,. 4.35
—cosO,tan0, sen0O,tan6, 1

para a transformacao 1-2-3. A matriz S depende da transformacao realizada e, portanto,
difere no caso de se empregar outra seqiiéncia de transformacdo que ndo seja a 1-2-3.

4.4 Cinematica em parametros simétricos de Euler

A equacdo cinemadtica em func¢do dos parametros de Euler pode ser obtida de forma
similar. Partindo da matriz de atitude em termos dos parametros de Euler:

C,=(Mm"-¢ g1+2ge —2ne", 4.36

calcula-se sua variagao temporal:

C, =2m-¢&"e—¢e &) 1+2(¢e’ +8&’) -2 —2n¢", 437
tal que
@}, ==C,C,, 438

A equacgdo cinematica em func¢do dos parametros de Euler pode ser obtida a partir da
relacdo entre estes parametros € o angulo-eixo de Euler, ou seja:

£=asen9, nzcosg, 4.39
2 2
de onde se tira que:
é:ésen9+agcosg, e ﬁ:—gseng, 4.40
2 2 2 2 2
ou ainda
0 0
¢=aa’e+a—m, n=-—a's 4.41
Zn 1 2

Porém, substituindo as expressdes de a e 0 ja obtidas anteriormente, tem-se entdo que:

£ =%(sx +nl)o, 4.42

N=--20, 4.43
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Definindo agora o quatérnion Q = (g 1)’, as equagdes da cinematica obtidas acima
resultam em

Q= %de Q 4.44

no qual a matriz anti-simétrica Q, ¢ definida por:

Qbaé[_ml} cobaj: -0, 0 o o, ’ 4.45
-0, 0

T
tal que wp, = (0] 0 ©3)".
4.5 Cinematica em deslocamentos infinitesimais

Partindo-se novamente da expressdo que relaciona a matriz de atitude com os angulos
infinitesimais, ou seja:

10, -6,
C,=-6, 1 6 |=1-0, 4.46
0, -0, 1

e tal que 0= (61 0, 0, )T. Entdo, ao aplicar-se a variagdo temporal nesta expressao

chega-se a:

C, =0 4.47
Como visto anteriormente, o), =—C, Cp , 0 que levaa

o0, =0"(1+0")=0" 4.48
de onde

0=-0, 4.49

Este resultado, embora simples, indica claramente que as velocidades angulares medidas
nos eixos cartesianos fornecem o vetor da velocidade angular do veiculo. De fato, pode-
se igualmente definir o vetor velocidade angular por meio das suas componentes
medidas nos eixos cartesianos.
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4.6 Problemas

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

4.5)

4.6)

Considerando que u* =u" +®,, xu, onde ®, ¢ a velocidade angular do sistema
Fp, em relagdo a base #,, mostrar que

a _ b -h b
U ="+ 20, XU+ 0, XU+ 0, (@, xu).
Provar a igualdade D* =D’ +@, xD-Dx@®,, , na qual D=uv é uma diadica e

®,, ¢ avelocidade angular entre os sistemas %, € %.

a

Se D=uv, obter a representa¢do matricial de D no sistema .#,, sabendo-se que
¢ conhecido no sistema &%, € v ¢ conhecido no sistema %, dado que

u
C,=%-F" equeavelocidade de 7, em relagio a F, € ©,, .

Se a for a representacdo matricial de um vetor de médulo unitario, que fornece a
direcao do eixo de Euler de uma rotagdo em angulo-eixo de Euler, pede-se provar
as igualdades:

a) a'a=1,
b) a'a=a"a=0,
c) aa=0,
d) a’a*=0,

e) aa’ =1+a"a",

f) aa*=aa’,

g) aa=-a"a,

h) a*aa’ +aa’a* =-a",

i) aa’ —aa’ =(a"a) .

Conhecendo-se a matriz de co-senos diretores da transformag¢do em angulo-eixo
de Euler:

C, =cos01+(1-cosO)aa’ —sinOa*,
na qual a representa o eixo e 0 o angulo, demonstrar entdo que:
C, 2-0s01+6s0aa” +(1-cO)aa’ +(1-cO)aa’ —6cOa" —sOa"

Mostrar que ®;, =—C,,C, , numa transformagdo em angulo-eixo de Euler se

reduz a ®,, =0a"—(1—cos0)(a“a)" +sinOa”, usando as relagdes obtidas nas
duas questdes anteriores.
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5 TENSOR DE INERCIA

O movimento rotacional de um corpo no espago ¢ fortemente dependente da
distribuicao de massa deste corpo. Em outras palavras, a orientacdo ou atitude de um
corpo depende de como sua massa ¢ distribuida. Dois corpos de mesma massa podem
ter comportamentos totalmente diferentes se suas massas forem distribuidas de forma
distinta. Dois parametros sdo necessarios para descrever a forma com que a massa se
distribui por um corpo: o seu centro de massa e o seu tensor de inércia.

5.1 Centro de massa

Considera-se inicialmente um sistema composto por N particulas de massa m, (n =1, ...,
N). cujas posigdes, I, sdo conhecidas a cada instante em relag¢do aos eixos coordenados
Z.. Define-se entdo como o centro de massa do sistema o vetor dado por:

1 N

A
r,=— rm, . 5.1
=1

n
2.m,

n=1

Se m for a massa do conjunto de particulas, isto €, se

N
m= Zmn 52
n=l1

entdo o centro de massa fica

N

= m, 53

r.cm r.n
=1

1
m n
Este conceito pode ser facilmente estendido para um corpo com massa ndo concentrada,
cuja posi¢do seja conhecida a cada instante com relagdo a um sistema de eixos
cartesianos #,. como mostrado na Figura 5.1. Neste caso deve-se considerar o corpo
como formado por elementos de massa infinitesimais, e efetuar a integracdo, ou seja:

Lo

é;ngdm, 5.4

onde a integral ¢ realizada em toda a massa m do corpo.

Se for fixado um sistema de coordenadas.#; preso ao corpo, € cuja origem coincida com
o centro de massa, isto ¢, na posi¢do dada pelo vetor r, , como mostra a Figura 5.1, e

tal que r, =r, +r, , entdo, substituindo este resultado na defini¢do do centro de massa
chega-se a conclusao que

[ r,dm=0 5.5
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Figura 5.1 — Centro de massa de um corpo rigido.

Define-se o primeiro momento de inércia de um corpo, ¢, como sendo o vetor dado por

11>

c=mr,, 5.6

Caso o sistema de coordenadas seja fixado ao centro de massa, entdo o primeiro
momento de inércia € nulo.

5.2 Tensor de inércia

O tensor de inércia de um sistema de particulas (também chamado de segundo momento
de inércia ou simplesmente de momento de inércia) ¢ uma diddica definida por:

N
JE> m,[(x,-r)1-rLr], 5.7

n=1

onde 1 representa a diddica unitaria. No caso de um corpo com massa distribuida
continuamente no espaco o momento de inércia resulta:

J2[ [(x,-x)1-rr,]dm. 5.8

Quando o corpo possuir distribuicdo uniforme de massa ¢ mais conveniente efetuar esta
integral no seu volume, desde que a densidade p(r,) do material seja conhecida:

J=| [, -r)1-LrlpdV . 5.9

O equivalente matricial desta expressdo pode ser obtido pela substituicdo de
r,=r.Z=%"r,oquelevaa

3= @l e 1-r,x)ydm. 5.10

Novamente, se for considerado um sistema #, preso ao centro de massa do corpo,
define-se entdo o momento de inércia relativo a este centro como:

12 [(r, ) 1-5x,]dm. 5.11
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Porém, substituindo-se a relagdo r, =r, +¢/m na expressio do momento de inércia,
tem-se que

—-Cm —cm — —Cm—-cm

J=I+(c-cl-ce)/m=1+m(, r, 1-r 1 ), 5.12
que ¢ conhecida como a relacdo de translagdo do momento de inércia. A representacao
matricial desta expressdo ¢ também bastante util. Lembrando que o vetor r, € expresso
no sistema de coordenadas %, entdo r, =% -(x,+r,)=C_, r,+r, , na qual Cy € a
matriz de transformagdo entre os sistemas #, € #, € r, € o vetor coluna das
componentes do centro de massa expresso no sistema.#,, tem-se que

J,=C,1,C,, +m(r, r. 1-rl r 513

cm o cm cm o cm )

Conclui-se facilmente disto que a relagdo entre inércias referidas a dois sistemas com
mesma origem, mas com orientacdes distintas ¢ dada por:

1.=C,1,C, 5.14

Uma vez que rr’ =r'r1+r*r*, entio o momento de inércia pode também ser
colocado na forma

a

3, =—[ e dm 5.15
As matrizes de momentos de inércia sdo simétricas e definidas positivas. Sao
igualmente chamadas de tensores de inércia. Além disso, apresentam ainda diversas
propriedades que podem ser encontradas em livros sobre o assunto (CRANDALL,
1968; HUGHES, 1986).

Sera mostrado agora que a integral do duplo produto vetorial r, x(@xr,) no volume do
corpo, onde r, ¢ o vetor de integracdo e ® uma velocidade angular ou a composicdo de

velocidades angulares, ird resultar no produto da diddica de inércia pelo vetor
velocidade angular. Aplicando a propriedade do produto misto, tem-se que:

[ rox@xrydm=| [, r)o-(, or,ldn 5.16
que pode ser re-escrita como
[ rx@x)ydm=[ [, t)1-0-x o)dn, 5.17

na qual 1 representa a diadica unitaria. Pode-se agora levar a velocidade angular para
fora da integral, o que resulta:

—a

jﬂgax(@x&)dm='[g[(5-5)1—r§a]dm-(9:.1-(9, 5.18
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onde J ¢ a diadica de inércia do corpo no sistema de coordenadas ;.

5.3 Momentos principais de inércia

O teorema espectral mostra que qualquer matriz simétrica e definida positiva A pode ser
diagonalizada, isto €, transformada numa matriz diagonal B, por uma transformagao do
tipo:

B=C'AC, 5.19

onde C ¢ uma matriz ortonormal. Como o tensor de inércia é simétrico e definido
positivo, entao, supondo que B tem a forma:

A, 0 0
B={0 %, O] 5.20
0 0 A,

r . r T R ~ \
e como C ¢ ortonormal, isto ¢, C C' = 1, multiplicando-se a transformag¢do por C a
esquerda, pode-se escrever:

A 0 0
AC=C| 0 %, 0| 5.21
0 0 A,

Admitindo agora que C seja uma matriz na forma

C=(v, v, v,), 522

tal que vy, vy, € v3 sejam vetores coluna, tem-se entdo 3 relagcdes nas quais

Av, =\ v,,i=1,2¢e3, 5.23
ou ainda
(A-11v,=0. 5.24

Os escalares A; sao conhecidos como autovalores ou valores caracteristicos (porque
também sdo encontrados nas solugdes particulares de equacdes diferenciais ordinarias,
denominadas de equagdo caracteristica), enquanto que o vetor v; ¢ conhecido como o
autovetor associado ao autovalor A;. Nota-se que os autovalores e os auto-vetores nao
dependem da transformacdo C, mas apenas da matriz A (tensor de inércia). Isto
significa que um dado tensor de inércia possui apenas um conjunto de autovalores e
autovetores.

Para determinar os autovalores basta multiplicar ambos os lados relagdo acima pela
inversa (A—A. 1) & esquerda. Se esta inversa existir, entdo v, =0, o que indica a
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solugdo trivial. Como os auto-vetores ndo podem ser nulos, a inversa de (A —X;1) ndo
deve existir, e portanto seu determinante deve ser nulo, ou seja:

det(A -1 1)=0, 5.25

0 que permite que sejam calculados os autovalores de A. Este determinante leva a
equacao caracteristica, dada por

3 2 2 2 2
A —(a, +a, +a,)\" +(aa, +aa, +a,a, —a;, —a; —ay)h+ 596

2 2 2 _
+a,ay; + A, + 345, — 414,03 —20,,0130,; =0

também conhecido por polindmio caracteristico, no qual a matriz simétrica A ¢
definida por

a4y 4y
A=la, a, a,]. 5.27

a3 4y O

Como A ¢ definida positiva, as raizes da equacdo caracteristica sdo reais € permitem
obter os 3 autovalores. Se a matriz A for diagonal, entdo o polindmio se reduz a

A —(a,+a, +a)\’ +(a,a, +aa, + a,a,)\— a,a,a, =0 5.28

Os auto-vetores serdo calculados pela relagdo (A —2A,;1)v, =0, para cada autovalor A; j&
determinado. Porém, como a equacdo caracteristica ¢ nula, entdo ndo ha solucdo tnica
para v;. De fato, somente n — 1 equagdes do sistema (A—A,1)v, =0 sdo linearmente
independentes, o que indica que pelo menos um dos elementos de v; deve ser adotado.

Em geral costuma-se estabelecer que os autovetores sejam todos unitdrios, o que
introduz uma nova condicao capaz de resolver univocamente o sistema, isto &,

(A-X,1)v, =0, tal que |v =1 5.29

Uma vez que a matriz C ¢ ortonormal, entdo os autovetores formam um sistema de
coordenadas ortogonais. Neste sistema o tensor de inércia ¢ diagonal e ¢ denominado
matriz ou tensor principal de inércia do corpo. Os elementos da diagonal sdo
conhecidos como momentos principais de inércia, e a base ¢ denominada sistema de
eixos principais de inércia. Por outro lado, quando o tensor de inércia nao ¢ diagonal
os elementos da diagonal principal s@o denominados de momentos de inércia,
enquanto que os elementos fora da diagonal sdo conhecidos por produtos de inércia.

Da expressao C:(v1 v, V3) pode-se igualmente considerar que os auto-vetores

sejam os co-senos diretores que relacionam o sistema de coordenada fixado ao corpo
com o sistema de eixos principais de inércia, pois

A=CBC’ 5.30
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Deve-se certificar que os autovetores realmente constituam uma base dextrogira, isto &,
tal que

x _ X _ X _
ViV, =V, V,V, =V, € V;V,=V,, 5.31

caso contrario deve-se trocar a seqliéncia de autovalores e autovetores para que as
condi¢des acima sejam satisfeitas. Pode-se, por exemplo, trocar v, com v; € A, com A3
ou entdo v; com v3 € A; com Ajz. Pode-se, igualmente, trocar o sinal de um dos auto-
vetores, ja que (A—A,1)v, =0 ndo se altera se v, trocar de sinal. Neste procedimento o
autovalor correspondente permanece inalterado.

Em resumo, qualquer que seja a distribui¢ao de massa num corpo rigido, sempre havera
um sistema de coordenadas que pode ser fixado a ele no qual o tensor de inércia ¢
diagonal. Este sistema ¢ conhecido como sistema principal de inércia. Quando o
movimento € expresso em relagdo aos eixos principais de inércia as equacdes da
dindmica simplificam-se consideravelmente. Esta simplificagdo permite que o
movimento do corpo rigido seja estudado ja que existe solugdo analitica para as
equacdes da dinamica.

5.4 Problemas

5.1) Calcular a matriz de inércia dos solidos mostrados na Figura 5.2, em relagdo ao
sistema de coordenadas x-y-z. Considerar as massas como concentradas no centro
das esferas e desprezar a massa do elo que mantém o sistema unido. Considerando
que os soOlidos sao geometricamente iguais, explicar o motivo dos tensores de
inércia serem diferentes.

C

Figura 5.2 — Sélido na forma de halteres duplo.

5.2) Mostre que se I for o tensor de inércia de um corpo rigido em relacdo a um
sistema de coordenadas #, com origem no centro de massas do corpo, como
mostrado na Figura 5.3, entdo o tensor de inércia J deste mesmo corpo em relagao
a um sistema.%, cuja origem se encontra na posicao r em relacao ao sistema.%,, e
com mesma orientacao, ¢ dado por (teorema dos eixos paralelos):

J=I+m@'r1-rr"),
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onde m ¢ a massa do corpo e 1 ¢ a matriz identidade de ordem 3.

24

llll\l\ﬂwé%

Figura 5.3 — Tensor de inércia em sistemas de coordenadas paralelos.

5.3) Mostrar que os momentos de inércia com relagdo aos eixos cartesianos da placa
mostrada na Figura 5.4, de espessura e << b, massa m ¢ densidade homogénea,
sdo dados por:

4 3 4
J=J :ﬂa2+4ab b2
Y3 2a° +4ab-2b

4 33 74
JZ:Zﬂ a2+4ab b2
3 2a”+4ab-2b

no qual 4 ¢ a area da figura octogonal.

A
y

><v

26

2a

< »

Figura 5.4 — Tensor de inércia de uma placa plana octogonal.

5.4) Calcular a matriz de inércia do so6lido homogéneo de massa m apresentado na
Figura 5.5, com relacdo a um sistema de coordenadas fixado no centro de massa
do conjunto e orientado segundo os eixos de simetria, ¢ dimensdes dadas pelas
medidas indicadas na figura. (Obter as integrais dos momentos e produtos de
inércia).
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5.5)

5.6)

5.7)

5.8)

/
|

AAT

Figura 5.5 — Tensor de inércia de um corpo conico-cilindrico.

Demonstrar que rr’ =r’ r1+r*r*, para qualquer vetor matricial r.

Escrever a expressdo do tensor de inércia (matricial) de um corpo qualquer na
forma de integral em fungdo da posi¢do r = (x y z)" de um elemento de massa dm.

Mostrar que um tensor de inércia ¢ simétrico e definido positivo. Uma matriz
quadratica A ¢ definida positiva quando

' Az>0,

para qualquer vetor z.

Obter a equacdo caracteristica, os autovalores e os autovetores do tensor de inércia
dado por:

10,0992 1,5744 0,768
J=| 1,5744 9,1808 0,576
0,768 0,576 10,72

Se os autovetores ndo constituirem uma base dextrogira, pede-se trocar o sinal de
v3. A seguir, calcular os angulos de Euler (em unidades de graus) de uma
transformagdo 3-1-3 relacionados a matriz C. As raizes de um polindmio cubico
podem ser encontradas em http://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_function.
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6 DINAMICA DE PEQUENAS MASSAS

As equacdes da dindmica permitem prever o comportamento de um corpo, isto €, seu
estado futuro, a partir do conhecimento do seu estado, ou posi¢ao, atual. Estas equagdes
sdo derivadas da segunda lei de Newton (F' = m a), ou, mais precisamente, da variagdo
do momento de um corpo (F = p), aplicadas ao movimento rotacional ao redor de um

eixo. De fato, considera-se que as equacdes da dindmica rotacional, também
denominadas de equagdes de Euler, sao extensdes da aplicacdo das leis do movimento
translacional para o movimento rotacional. Na verdade a segunda lei ¢ um caso
particular do movimento translacional e rotacional de um corpo, no qual supde-se que a
massa esteja concentrada num unico ponto. Da mesma forma que as equacdes da
cinematica permitem prever a atitude a partir do conhecimento do historico da

velocidade angular (0= F(o,f)), as equagdes da dindmica permitem obter o
comportamento desta velocidade conhecendo-se o histérico dos torques aplicados ao
corpo (® = G(7t,1)).

As equacdes dindmicas dependem de caracteristicas do corpo em consideragdo. Podem,
por exemplo, refletir o comportamento de um sistema de particulas (cada uma delas
considerada pontual), atreladas ou ndo por forcas mutuas, ou exemplificar um corpo
rigido sob a acdo de forgas e torques externos. Embora na maior parte das vezes, e numa
primeira aproximagao, um corpo possa ser considerado rigido, como um foguete, um
satélite ou uma aeronave, nem sempre este caminho pode ser adotado. A presenga de
liquidos combustiveis, ou a vibragdo de placas e superficies de controle, ou ainda a
rotacdo de motores fazem com que estes veiculos nao possam ser considerados
exclusivamente rigidos, e, portanto, requerem um equacionamento dinamico capaz de
levar em conta tais efeitos.

A dindmica de corpos em rotacdo ¢ derivada a partir das relagdes para o momento
angular aplicada a um sistema de particulas. Se as particulas permanecerem imodveis
entre si entdo se pode considerar este conjunto como um corpo rigido. Satélites
artificiais, particularmente, podem ser classificados como rigidos somente se nao
possuirem painéis, liquidos, partes moveis ou qualquer tipo de movimento rotativo,
como motores, a bordo. Neste capitulo serdo apresentadas as formula¢des da dinamica
de corpos livres (sem apoio), considerando os casos particulares de motores (rodas de
reacdo, volantes de inércia), amortecedores de nutacdo e movimento de apéndices
articulados (painéis solares). Dois casos serdo deixados sem estudo em virtude da
aplicacdo requerida aqui: o movimento de liquidos (tanques de combustivel, por
exemplo) e flexibilidade de painéis. Estes dois efeitos introduzem, no satélite,
perturbagdes de curto periodo, ou seja, sua dindmica ¢ mais rapida do que a do
movimento do préoprio corpo. Contudo, seus efeitos na atitude e estabilidade devem ser
levados em conta, uma vez que podem ser importantes, principalmente em satélites com
tanques volumosos ou grandes painéis.

O movimento rotacional de um corpo ¢ ditado pela generalizagdo da lei de Newton
aplicada a corpos em movimento rotativo. Tem-se, assim, um conjunto de equagdes
diferenciais equivalentes aquelas do movimento translacional. A quantidade de
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movimento traduz-se, no movimento rotacional, na quantidade de movimento angular,
ou simplesmente momento angular. Se, no movimento translacional, a derivada da
quantidade de movimento € equivalente a resultante das forgas externas aplicadas ao
corpo (na verdade, no centro de massa do corpo), a derivada do momento angular ¢
equivalente ao torque aplicado ao corpo, no movimento rotacional. Um importante fator
a ser levado em conta ¢ que, no movimento rotacional, deve-se definir um pdlo ao redor
do qual define-se 0 momento angular. Embora a escolha deste pdlo possa ser arbitraria,
ela pode levar, e geralmente leva, a resultados distintos com relagdo a dinamica.
Considera-se, como exemplo, um corpo no formato de halteres assimétrico, com uma
das massas menor do que a outra. Fica evidente que o comportamento dindmico deste
corpo difere caso o eixo de rotagdo seja transferido do centro de uma das massas para o
centro da outra. No caso de sistemas mecanicos pode-se identificar facilmente o pélo ou
o eixo de rotagdo de cada peca numa maquina, por exemplo. Este ndo ¢ o caso de corpos
livrtes no espago, como os satélites, misseis e aeronaves, uma vez que ndo ha
necessariamente um eixo de rotacdo facilmente identificavel neles. Isto ¢
particularmente importante quando se considera que, em geral, os torques externos
quase sempre se originam a partir de forcas e que estas necessitam de um ponto de
aplicacdo para se tornarem torques. Pode ser mostrado que o centro de massa do corpo
deve ser adotado como sendo po6lo no estudo da dindmica de corpos livres, pois uma
forca alinhada ao centro de massa nao produz torque.

O movimento de um corpo ao redor do seu centro de massa ¢ caracterizado pela energia
associada ao movimento rotacional, além do momento angular. E, portanto, conveniente
obter as relacdes da energia cinética do movimento tanto quanto as expressdes para a
dindmica, o que sera feito nas proximas segoes.

Antes de derivar as equagdes da dinamica de atitude, € conveniente estabelecer alguns
conceitos que serdo uteis neste desenvolvimento. As segdes seguintes ilustram estes
conceitos e introduzem, em grau crescente de generalidade, as relacdes dindmicas na
sua forma vetorial e analitica.

6.1 Equacao vetorial do momento angular

O movimento de um corpo livre pode ser analisado a partir do seu momento. Assim
como a aplicacao de uma forga altera 0 momento linear de uma massa, a aplicagdo de
um torque ira afetar o momento angular de um corpo em rotacdo. Nesta se¢do sera visto
0 equacionamento basico que rege o movimento de um sistema de massas pontuais. As
demais se¢des cobrirdo 0 movimento composto por um ou mais corpos rigidos sujeitos a
um vinculo de movimento entre eles.

Considera-se agora um sistema composto por N pontos materiais de dimensdes
despreziveis. Define-se o vetor momento angular deste sistema relativo ao ponto O
como sendo igual a resultante do produto vetorial entre a posicdo r, do ponto de massa

em relacdo a O e a quantidade de movimento p, de cada massa elementar (n =1, ... N):
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n=1

Percebe-se, imediatamente, que o momento angular depende tanto do sistema de
referéncia escolhido quanto do ponto O selecionado, ja que tanto a posi¢ao quanto a
velocidade dos pontos de massa variam entre sistemas distintos. De fato, se for

considerado que p, =r, +r,, como ilustrado na Figura 6.1, a quantidade de movimento

linear do ponto de massa fica entdo
p,=m,p,=m,(f,+L,) 6.2

e a quantidade de movimento total fica:

i<

N
p=Yp,=my,+¢ 6.3
P=LE

no qual v, =r , e o primeiro momento de inércia ¢ ¢ definido pela Equagdo 5.6. O
momento angular resulta:

N
h :gxyo+25xmng. 6.4

N
O vetor h, é denominado momento angular total, enquanto que h, = 25 xm,x, €0
n=1
momento angular absoluto, conforme Hughes (HUGHES, 1986). Para ndo sobrecarregar
a notacdo suprimiu-se a identificacdo da base na qual foram realizadas as variagdes dos
vetores, ja que todas se referem a base #;, exceto se expressamente indicado.

Figura 6.1 — Momento angular relativo a um ponto O conhecido.

Se o ponto O for escolhido como o centro de massa do sistema (¢ =0) ou se O estiver
fixo (v, =0), entdo o momento angular total resulta igual a0 momento absoluto. Caso a

origem do sistema de eixos seja escolhida como o ponto de referéncia para 0 momento
angular, entdo r, =0 e assim:
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N
l_!zzpnxmn‘.)n 65
n=1"_ -

Por outro lado, substituindo a igualdade r, =p, —r, no momento angular relativo ao

ponto O, chega-se a:

h=h

-0

+1,Xp, 6.6

s =]

N
onde p = an . A Expressdo 6.6 representa a mudanca de polo do momento angular.
o

Da segunda lei de Newton, tem-se que a resultante das forcas aplicadas a uma massa
elementar deve ser igual a variacdo da quantidade de movimento medida na base #;, ou
seja:

fn =pn 6'7

—

A resultante das forgas pode ser separada em duas parcelas: a resultante das forcas
externas aplicada ao ponto de massa, f ,, e as forgas internas ou entre as massas, f

> Znm

Somando as for¢as em todas as massas tem-se o conhecido resultado:

N
f=>1f.=p. 6.8

que indica que a variagdo do momento linear (quantidade de movimento) total do
sistema de pontos materiais ¢ igual a resultante das forgas externas aplicadas a ele.
Nota-se que o somatoério das forgas internas resulta nulo, pelo principio da acao e reagao

de forgas, ou seja: Zanm =0,jaque f =-f

—mn *
n m

A variacdo do momento angular pode agora ser obtida por meio de
N

N
h,=> i xp,+

n=1 n=

rxp, 6.9
1
mas lembrando que ¥, =p, —F, , chega-se ao resultado:

(=]

XV, +8, 6.10

—0

na qual g ¢ o somatorio dos torques externos relativo ao ponto O, definido como:

N
g, 2> r,xf, 6.11

-

n=1
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Nota-se que a variagdo do momento angular sera igual a resultante dos torques externos
h, =g, quando o ponto O for fixo (v, =0), ¢ também quando O for coincidente com o

centro de massa do sistema, pois v, =v_ e p=mYV, . De fato ¢ mais conveniente,

sempre que possivel, considerar O coincidente com o centro de massa, visto a
simplificagdo nas equagdes da dinamica. Contudo, como salienta Hughes (HUGHES,
1986), em certas situacdes, como aquelas nas quais o ponto de referéncia ndo ¢ nem fixo
e nem coincidente com o centro de massa, sera mais produtivo conservar a forma mais
geral. Esta situacdo ocorre, por exemplo, em satélites compostos por varios corpos
rigidos e sujeitos a vinculos (articulagdes) entre eles.

6.2 Momento angular num sistema girante

Passa-se a considerar agora que o sistema de massas pontuais apresente um movimento
rotacional em torno de algum ponto conhecido. Adotando o ponto de referéncia O como
sendo coincidente com o ponto por onde passa o eixo de rotagcdo, seguramente
consegue-se alguma simplificagdo, uma vez que o sistema de massas elementares
permanece com posi¢des conhecidas em relagdo a ele. Este conceito leva a dindmica de
um sistema rigido de massas, como descrito a seguir.

Admite-se, originalmente, que o corpo gira ao redor de O com velocidade angular dada
por ®=®,;, ou seja, com velocidade angular da base %, relativa a base &, como
apresentado na Figura 6.2. A quantidade de movimento da massa pontual fica entdo:

p,=m, (£ +i)=m (v, +I +oxr,) 6.12
e, como a variagdo temporal depende do referencial, introduziu-se o sobrescrito para
indicar o sistema de coordenadas. Pode-se agora obter as relagdes para a quantidade de
movimento € 0 momento angular:

p=mv, +¢ +oxc 6.13
N b N

h, ZEXYUJFZQ Xm,r, +Zmn51 x(®wxr,) 6.14
n=1 n=1

Aplica-se agora a propriedade do duplo produto vetorial apresentado na Equagdo 2.11, a
propriedade da diddica unitaria (2.61) e a defini¢ao de diddica de inércia (5.7) ao
momento angular, o que leva ao resultado:

| G

‘® 6.15

n-n

N
h, =cxv +z§nxm i+
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Figura 6.2 — Sistema girante de um conjunto de pequenas massas.

Nota-se que a diddica de inércia pode variar, uma vez que nao foi exigido que o sistema
de massas permanecesse fixo com relacdo a base #,. As variacdes da quantidade de
movimento linear ¢ do momento angular ficam, empregando a composicao de
movimentos da Relagdo 4.6

p’=f —oxp 6.16
6.17

onde f ¢ aresultante das forgas externas aplicadas ao conjunto de massas:

N

6.18

;é Ine'
=1

n

A integracdo das Equacdes 6.16 e 6.17 permite que o movimento do sistema de massas
seja conhecido, e tal que a quantidade de movimento linear ¢ momento angular sdo
dados respectivamente pelas Relagdes 6.13 € 6.15.

6.3 Energia cinética do sistema de massas

A energia cinética desse sistema pode ser encontrada partindo-se inicialmente da sua
definicdo:

N
Té Zmn Yn.Yn’ 619
n=1

N | —

que leva ao seguinte resultado, apds efetuar as devidas substitui¢des:

N
T=%mzo-ya+yo-éi+%Zm I, ¥, 6.20
n=1

n -n

Efetua-se agora a composi¢do de movimentos em sistemas girantes, resultando para a
energia cinética:
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1 . 1< b S 51
T:EmYO .YO +Y0 'gb +(9'EXY0 +Ezmn r.)f lj +(9.Zmn r.n XI_:: +E(9‘1(9 621
n=1 n=1
E interessante constatar que a variagdo da energia cinética resulta em:
. N .
— !
T=>mv v, 6.22
n=1

mas, uma vez que a aceleragdo ¢ causada pelas forcas internas e externas aplicadas a
massa, entao

. N N
T:z fne—’_zfnm .Yn’ 623
n=1

m=1

mostrando com isso que a energia cinética pode crescer ou decrescer com o trabalho
realizado tanto pelas forgas externas quanto internas, desde que haja movimento relativo
entre os pontos de massa. Ao contrario, se 0os pontos moverem-se rigidamente entao
novamente ndo havera contribuicao das forgas internas.

6.4 Equacgoes escalares do movimento

Até agora todas as relagdes algébricas do movimento foram apresentadas na forma
vetorial. E claro que a analise do movimento e a integragio numérica ou analitica das
equacdes diferenciais requerem que as equagdes sejam postas na forma matricial. Para
isso empregam-se as diversas propriedades das vetrizes, vistas na Secdao 2.2. Porém,
uma vez que os vetores podem ser expressos em qualquer um dos dois sistemas de
coordenadas, & e %, deve-se adotar um critério de escolha. Usualmente os vetores sdo
representados numa base na qual eles estejam fixos ou cujo movimento possa ser
medido. Assim, na base % representam-se:

(v, r, £ p)=5(v, r, L p 6.24

=0 -0 —e

(rn ho ¥ o rcm pn fne fmn go) =
6.25
-%-(x, b, ¢ © r, b, £, L, g
J=7-3.9" 6.26
com
C=g-9' 6.27
N
c=mr,, =Zmn r, 6.28
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N
J=>m,(xr/r,1-r,1), 6.29
n=1

onde o momento linear e 0 momento angular sdo dados por:

p,=m (Cv,+i’ —-r‘m) 6.30

p=mv,+C" ¢ -C'co 6.31
N

h,=cCv,+) m i +Jo 6.32

n=1

O movimento ¢ regido pelas equagdes da dindmica a serem integradas, dadas por:

N

p,=f,+> 1, 6.33
m=1

) N

p'=f=>1f, 6.34
n=1

h'=g -Cvip-oh, 6.35

ou seja, um sistema de N + 2 equacgdes diferenciais. Hughes (HUGHES, 1986) introduz,
neste ponto, uma notagdo que permite escrever este sistema linear na forma matricial,
usando, para isso, os conceitos da mecanica. Pode-se entdo descrever o sistema como
dado por:

P=MV, 6.36
no qual:
T
P=(p h, p, - py) 6.37
v=(v, o ¥ - i) 6.38
e
ml -C'¢ mC' - m,C"
¢ C J my, e myry
M= mC -mr, ml - 0 | 6.39
m, C —m,r, 0o - ml

que denominada de matriz de inércia do sistema, para diferencia-la da matriz de inércia
do corpo. Ela ¢ simétrica, quadrada, de dimensdo 3N + 6, porém ndo ¢ constante, em
virtude do movimento das massas pontuais.
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A energia cinética pode igualmente ser expressa na forma escalar, resultando em:

1 1 ¢ N
T :Emvaa +52mn @' +EmT Jo+
" : 6.40
N N
+viC' Y m i+ 0 ¢ Cv, +0" Y m i
n=l1 n=1
ou, por meio da matriz de inércia,
17
T= EV MV, 6.41
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7 DINAMICA DE UM CORPO RiGIDO

O movimento de um sistema de massas pontuais, analisado no capitulo anterior, aplica-
se, na verdade, a poucos exemplos da mecanica. Quando o corpo possui dimensdes que
ultrapassam as distancias envolvidas no movimento, deve-se fazer uma abordagem de
meios continuos. A massa, neste caso, j& ndo ¢ mais concentrada num ponto (ou numa
regido muito pequena), mas distribui-se no espago. Quando ndo houver movimento
relativo entre quaisquer partes do corpo, diz-se que ele ¢ rigido. Particularmente em
satélites artificiais, a modelagem da dindmica de corpo rigido ¢ a mais utilizada e a que
mais se aproxima do movimento real. Contudo, a crescente complexidade dos sistemas
espaciais, junto com o aumento do poder computacional empregado em simulag¢des, tem
permitido a melhoria e a generalidade destes modelos, tornando-os mais precisos. Neste
capitulo sera abordada inicialmente a modelagem dinamica de um corpo rigido e, nas
demais secgOes, esta modelagem sera estendida para acomodar a dinamica de
componentes, utilizados em satélites, que introduzem efeitos de ndo rigidez. Exemplos
de ndo rigidez sdo a presenga de partes moéveis (rotores, apéndices rotativos ou
articulados, bracos roboticos), fluidos (tanques de combustivel, liquidos refrigerantes)
ou ainda vibragdes de painéis e apéndices.

7.1 Equacgio vetorial do momento angular
De forma semelhante a realizada na Secdo 6.1, define-se inicialmente o momento

angular para um corpo indeformavel com distribui¢do continua de massa, como aquele
apresentado na Figura 7.1, em relacdo a origem do sistema.%#;, como dado por:

]}iéj Bxgidmzj Bxydm, 7.1

na qual a integral ¢ efetuada em toda a massa m do corpo. Por sua vez, o momento
angular em relacdo a um ponto O fixado ao corpo ¢ definido por:

hoéjgxydm, 7.2

onde r ¢ o vetor do elemento de massa infinitesimal em relagdo a O. Nota-se, nesta
expressao, que a velocidade do elemento continua sendo medida em relacdo a.#;, ainda
que sua posi¢do seja relativa a O. Substituindo a composi¢do de vetores p=r, +r no

momento em relagdo a.#;, chega-se facilmente ao resultado:
h,=h, -1, xp, 7.3

pois o0 momento linear p do corpo € definido por:

Eéjmydm. 7.4
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Figura 7.1 — Movimento de um corpo rigido ao redor do centro O.

A variacao do momento angular em relacao a origem de.#; pode agora ser calculada, o
que resulta:

hﬁéjpxyidm, 7.5

mas V'dm ¢é a forga df aplicada ao elemento dm, e, pelo principio da agdo e reagio,
havera uma for¢ca —df aplicada a um outro elemento de massa, com mesma linha de

acdo, o que significa que a integral ird se anular para todas as forcas elementares
internas. Porém, as forgas externas ndo se equilibram, e com isso a variagdo do
momento angular fica:

ia

Lli - gi ’ 7.6
onde g, ¢ o torque resultante de todas as forcas externas aplicadas ao corpo, incluindo
forgas originarias de pressdo e binarios puros, ou seja:

giéj”pxdg. 7.7

—

Caso o conjunto de forgas externas f possam ser consideradas como pontuais,

aplicadas a determinados pontos p, do corpo, entdo a expressdo acima fica:

gi:zpixf" 7.8

Nota-se, nesta expressao, que o torque ¢ dependente do ponto de referéncia adotado, ou
seja, depende da origem do sistema &. Contudo, este torque pode ser igualmente
calculado em rela¢do ao ponto O, bastando para isso que se substitua p=r +r na

definicdo de g,, que ird resultar:

g =rxf+g, 7.9

-
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na qual f ¢ a resultante das forgas externas aplicadas ao corpo e g, € a resultante dos

torques externos, definidos respectivamente por:

N
231, 7.10
i=1
N
gaéjzxdE:ZEXL. 7.11
- " i=1

Pode-se igualmente mostrar, sem muito esfor¢o, que a resultante dos torques externos
independe do ponto de referéncia adotado, sempre que houver exclusivamente binarios
aplicados ao corpo, isto ¢, sempre que houver, para cada forca f,, uma outra forca igual

e oposta com linhas de acdo distintas. Nesta situacdo vale a igualdade g, =g, .

A variacao do momento linear ¢ dada por:

p=[ di=f. 7.12
Por outro lado, a variacdo do momento angular relativa ao ponto O fica:
h,=g,-v,xp, 7.13

A i . . . y
onde v, =1, ¢ a velocidade do ponto O relativa a &. Para o corpo indeformavel a
energia cinética fica definida por:

Té%j v-vdm. 7.14

7.2 Equacgdes vetoriais do movimento

De forma andloga ao realizado no movimento de um sistema de massas pontuais,
admite-se que o corpo rigido gire ao redor do ponto O, com velocidade angular ® = ®,,,

da base %, relativa a.#;, como ilustrado na Figura 7.2. Se o corpo estiver livre no espaco,
entdo o ponto O coincide com o centro de massa C,,. Isto € valido, € claro, para satélites.
Contudo, Hughes (HUGHES, 1986) mantém a distingdo entre O e C,, para permitir a
posterior aplicagdo do método a corpos articulados, nos quais esta separacdo torna o
equacionamento mais simples. Nao ¢ dificil verificar que a coincidéncia de O com C,,
acarreta simplificacdes na modelagem, e isto serda mostrado adiante. Uma vez que nao
existe movimento relativo entre os elementos de massa de um corpo rigido, a
quantidade de movimento linear passa a ser dada simplesmente por:

p=myv, +®xc¢ 7.15

—
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na qual v, ¢ a velocidade de O relativa a base #;, m € a massa do corpo e ¢ € o primeiro

momento de inércia. O momento angular em relagdao a O por sua vez € obtido a partir da
definicao:
—0 -0

h, =cxv +j rxr'dm, 7.16

e, como a posi¢do r do elemento de massa dm ¢é conhecida no sistema girante, entdo
i =i" +@xr, e, uma vez que nio hd movimento relativo na base , =0 € o
momento angular resulta, aplicando a relagdo do duplo produto vetorial:

h,=cxv,+| (crl-rrdm-o. 7.17
A integral ¢ agora facilmente reconhecivel, e com isso tem-se que

=0 =

Figura 7.2 — Movimento de um corpo rigido ao redor do centro O.

Das relagdes 6.8 € 6.10 tem-se que a variacdo do momento linear € do momento angular
resultam, respectivamente:

p=tf, 7.19

h! =pxv, +g, 7.20

onde f ¢ aresultante das forgas externas f, aplicadas ao solido, ou seja

f=>f, 7.21
k

e g, ¢ aresultante de todos os torques aplicados ao corpo, inclusive aqueles provindos

das forcas:

g():zl‘kxkang/ 7.22
20" & —~=
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onde r, ¢ o vetor do ponto de aplicagdo da forca f, relativo ao ponto O e g,

binarios puros.

Quando escritas no sistema fixado ao corpo, &, as variacoes do momento linear e
angular resultam nas equagdes do movimento:

p’=f-oxp, 7.23

h) =g, +pxv,—oxh, 7.24

0Jo. 7.25

[e)
NI»-

-0 =0

A maior parte da literatura que trata da dindmica de corpos rigidos apresenta as
equacdes do momento angular e da energia cinética em relagdo ao centro de massa. De
fato, pode-se mostrar que quando O coincide com o centro de massa consegue-se
simplificagdes significativas nas relacdes da dinamica. Além disso, um corpo livre, no
espago, gira ao redor do seu centro de massa, mesmo que este ponto nao esteja fixo no
corpo em virtude do movimento de apéndices articulados, fluidos, ou ainda partes
moveis. E conveniente, pois, derivar aqui as equagdes vetoriais do movimento na
situagdo em que O coincide com o centro de massa. O primeiro momento de inércia,
neste caso, ¢ nulo e ocorre um imediato desacoplamento entre o movimento
translacional e o rotacional:

7.26

(e =)
3

ch ’

=
Q
3

1o 7.27

no qual v_ ¢ a velocidade do centro de massa e I a diadica de inércia em relagdo a
este centro. A energia cinética fica:

olo. 7.28

—cm !cm

NI»—‘

T=—mv
2

onde também se consegue identificar as parcelas devido ao movimento translacional e
rotacional. Esta separacdo permite que a analise do movimento seja efetuada em apenas
um deles, rotacional ou translacional, e, como seria de esperar, muitas referéncias sobre
este assunto abordam exclusivamente o movimento rotacional ao redor do centro de
massa, como, por exemplo, em Wertz (WERTZ, 1978). Quando expressa no sistema
fixado ao corpo a variagdo do momento linear ndo ¢ afetada, mas a variacdo do
momento angular fica:
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b —oxh

—cm :gcm —cm 2

pois, neste caso, p € v, possuem a mesma direcdo.

7.3 Equacgdes escalares do movimento

7.29

De forma andloga aquela realizada na Secao 6.4, estabelece-se a base na qual cada vetor
sera representado, ou seja, as relagdes que permitem passar da representacdo vetorial

para a matricial. Se todos os vetores forem expressos na base %, entao

-(h, ¢ © x, g v, r, £ p)
1-5-5,

e tal que
C=5-5

c=mr,, :j rdm
m
J :J' (r'r1-rr")dm,
m
O momento linear e 0 momento angular ficam entao:
p=mv,—-¢c ®,
X
h =c¢cv +Jo,
enquanto que suas variagdes resultam:
pb =f- (’)Xp >
b x x
ho :go _Vop_(’o h()'
Na forma escalar a energia cinética fica:
1 T T x 1 T
I'=—mv, v +0'c v, +—0 Jo.
2 o o o 2

Pode-se igualmente definir a matriz de inércia do sistema na forma:

Mo ml —¢~ ’
¢ J

e, com isso, exprime-se a quantidade de movimento linear e angular por:
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P=MV, 7.41

no qual
P=(p h,) 7.42
V=(v, o) 7.43

A equacdo do movimento resume-se agora a:

P’ =T-Q°P, 7.44
onde T ¢ o vetor de forgas e torques externos:

T=(f g), 7.45

e Q* é a matriz definida por:

QX:((DX Oxj. 7.46
Vi o®

A energia cinética ¢ dada simplesmente por:

T:%VTMV. 7.47

Deve ser realgado que as equagdes dos movimentos sdo integradas nos momentos € nao
nas velocidades. Isto significa que, embora @ e v, variem com o tempo, ndo sido

obtidas diretamente a partir das equagdes do movimento. A vantagem de se trabalhar
com a matriz de inércia do sistema ¢ agora evidente, se for considerado que

V=M"'P, 7.48

que indica ser necessario inverter a matriz do sistema. Nota-se que este calculo ¢
necessario, pois as velocidades estdo presentes tanto nas equagdes da dindmica quanto
da cinematica. A inversa pode ser calculada por meio de inversdes por blocos, o que
leva ao resultado:

K Kc J!
M= oof s 7.49
J K J -J K J

onde
K=(ml+e 3 'e) 7.50

mas, como todos os elementos de M sdao constantes, esta inversa podera ser calculada
uma unica vez.
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7.4 Equacodes em relacdo ao centro de massa

Se a origem da base %, fixada ao corpo coincidir com o centro de massa, as equagdes da
dinamica podem ser simplificadas para
p=mv p'=f-op, 7.51

cm

_ b x
hcm =lo ’ hcm - gcm -0 hcm ’ 752
0 que realca a caracteristica de separacdo entre o movimento rotacional e o
translacional. Nota-se que a inércia do corpo ¢ representada por I quando referida ao

centro de massa, e que g., indica o torque com relagdo a este mesmo ponto. Uma vez
que p’=mv’ e h’ =1®", substituindo-se estes resultados nas equagdes anteriores

chega-se a:
Vi =m ' f-o'v,,, 7.53
o' =I"(g, -olo), 7.54

que permite integrar a equacdo do movimento rotacional diretamente em termos da
velocidade angular do corpo. Embora os movimentos sejam independentes, Hughes
(HUGHES, 1986) esclarece que, em geral, os torques sdo causados por forcas e estas
provocam alteracdes no momento linear. Contudo, como, em geral, as variagdes no
momento linear imposto pelas for¢as usadas no controle de atitude (como, por exemplo,
em propulsores a jato) sdo despreziveis quando comparadas ao momento total, costuma-
se ignorar seus efeitos e apenas as equagdes do movimento rotacional sdo integradas.

Se a base #, coincidir com o sistema de eixos principais do corpo, entdo a matriz de
inércia I resulta diagonal, e a equagao do movimento angular pode ser separada nas suas
componentes:

I, (bf =g +(,- L))o, o,
Lab=g,+(,-1)o,o,. 7.55
I (bg =g+, -1,) 0 0,

Este sistema de equagdes, embora simples, ¢ ndo linear, e apresenta solucdo analitica
apenas em situagoes especificas, quando o torque € ausente ou possui comportamento
particular. Se o corpo apresentar um eixo de simetria, isto ¢, se dois dos trés momentos
de inércia forem iguais, entdo um dos eixos torna-se independente dos demais,
permitindo assim uma possivel solugcdo analitica. Nesta situagdo, se a direcdo do
momento angular ndo coincidir com a dire¢do da velocidade angular, tem-se o
conhecido movimento de nutagdo, que provoca oscilagdes nas velocidades angulares
transversais ao eixo de simetria. Na auséncia de torques 0 momento angular permanece
constante em moddulo e direcdo quando observado a partir de um sistema inercial. O
movimento do momento angular causado pela agdo de torques no corpo ¢ conhecido
CcOmo precessao.
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8 CORPO RIGIDO ACOPLADO A ROTORES

Passa-se agora a estudar o movimento de um corpo no qual estd presente uma inércia
rotativa, como, por exemplo, um motor, como ilustrado na Figura 8.1. Tais elementos
sdo usualmente empregados nos sistemas de controle de atitude de satélites, e sdo
conhecidos como rodas de reagdo ou volantes de inércia. Trata-se basicamente de
motores elétricos brushless dotados de rotores com uma inércia elevada. Com a
aplicacdo de torque ao motor, a reacao deste torque € aplicada ao restante do satélite, e
usa-se este torque para o controle de atitude. Uma vez que o torque ¢ interno ao satélite,
ele ndo altera o momento angular. Estudos de estabilidade e controlabilidade de satélite
equipados com rotores foram efetuados por Crouch (CROUCH, 1984), e exemplos de
controle com rotores podem ser vistos em Meyer (MEYER, 1971).

Figura 8.1 — Movimento de um corpo rigido composto com uma inércia rotativa.
8.1 Vetor do momento angular

O sistema composto pelo corpo.#Z e um conjunto de rotores 7, (n = 1, 2, ... N) fixados
ao primeiro ja nao pode ser considerado como totalmente rigido, devido a presenca das
massas rotativas. Porém, pode-se assumir que cada um deles seja individualmente
rigido, e aplicar as definigdes das equagdes do movimento a cada um destes corpos. Seja

entdo o corpo.Z (rigido) de massa m;, com primeiro momento de inércia ¢, e diddica de
inércia J, relativas a um sistema de coordenadas %, fixado a este corpo. O rotor %, (n =
1, 2, ... N) fixado ao corpo# tem posi¢do do centro de massa dada por b,, massa m,,
diddica de inércia relativa a O igual a J, e direcdo do eixo de rotagdo dada pelo vetor
unitario a, que passa pelo centro de massa do rotor. A massa total m do conjunto ¢é
entdo calculada por:

m:mb+imn, 8.1

n=1

e, como a diadica dos rotores pode ser posta na forma J, =1 +m, (b,-b,1-b b ), 0
primeiro e segundo momentos de inércia totais ficam:
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N
g:§b+zmnbn’ 8.2
n=1

N N
J=J,+>.d, =3, +> 1, +J,.), 8.3
n=1

n=1

onde a diadica J, , € definida por:

‘_].b,n é mn (l_).n .]271 _l._L)n l.)n) : 84

Nota-se que o primeiro e segundo momentos de inércia sdo todos invariantes, pois foi
admitido que os centros de massa dos rotores coincidem com seus respectivos eixos de
rotacdo. Assumindo agora que os rotores possuam simetria cilindrica (e usualmente

possuem), entdo se a direcdo do eixo de simetria for dada pelo vetor unitario a,, a

diddica de inércia I referida ao centro de massa do rotor pode ser posta na forma
(HUGHES, 1986):

ln = [n,t l+ ([n,s _[n,t)a a 85

=n =n?

na qual /,s ¢ o momento de inércia do rotor no eixo de simetria a,, e /,; ¢ 0 momento
de inércia transversal, em qualquer dire¢do perpendicular a este eixo.

8.2 Equacdes vetoriais do movimento

Passa-se agora a escrever as equagdes vetoriais do movimento, iniciando-se pelo
momento linear do corpo rigido e de cada rotor:

P, =m, ¥, +QOXx¢,, 8.6

pn:mnY()—’_@anbn' 87

O momento linear do conjunto ¢ formado pelas parcelas dos momentos individuais do
corpo rigido e de cada um dos rotores, ou seja:
N
P=P,+ 2P, =my, +@xC. 8.8

n=1

Por outro lado, 0 momento angular relativo ao ponto O do corpo % fica:
h,=¢,xv,+J, -0 8.9

na qual v, ¢ a velocidade de O relativa a base &, m é a massa do corpo e ¢ € o primeiro

momento de inércia. O momento angular do rotor n, em relagdo a O, por sua vez, serd
obtido a partir da definicao:
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l_l.n:mnl.)nXY()_i_J. pnxp;dmn’ 810

onde p, =b, +r, representa a posicdo de um elemento de massa do rotor relativo a O.

Nota-se que a variagdo de p, ¢ dada por:

p.=b +i =ox(b, +1,)+0, xr,, 8.11

pela propriedade de adigdo de velocidades angulares (Equagdo 4.8), no qual @, ¢ a

velocidade angular de rotagdo do rotor relativo ao corpo%Z. O momento angular do rotor
n fica:

hn:mnllnXY(i—i_"Ib,n.(_’?—}_ln.((}.)_i_(i‘)n)’ 812

Este mesmo resultado poderia ser obtido a partir da mudanga de polo do momento
angular, dado pela Equagdo 7.3. De fato, observa-se que

h =b xp +h 8.13

onde h, ¢ o momento angular do rotor n em relacdo ao seu proprio centro de massa,

calculado por:

=1, (0o+®,). 8.14

—w,n

Pode-se agora calcular o momento angular total relativo a O pela soma de suas parcelas,
0 que resulta:

N N
h,=h,+>(b,xp,+h,,})=cxy, +J-0+D 1 -0, 8.15
- n=1
Uma vez que a velocidade o, tem direcdo do eixo de rotacdo do rotor, isto €,

(_’“.)n:(’on?.n’ 816

substituindo junto com a Relacdo 8.5, resulta para 0 momento angular

N
ho:SXYO—’_'_I.'(_,?_'_zIn,SO‘)n?.n 817
=1

O resultado acima indica claramente que o momento angular de um corpo
individualmente rigido com rotores fixados a ele é igual ao momento angular do
conjunto, acrescido pelo momento angular dos rotores. Considerando-se as Relagdes 8.5
e 8.16, a componente do momento angular relativo dos rotores na dire¢do do eixo de
rotagao fica:

h,,=h, a =1 (a 0+o,). 8.18
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e cuja variagdo temporal ¢ facilmente obtida, levando ao resultado:

h,,=1 (@, & +0,). 8.19

Escrevendo-se agora a variacdo do momento linear separadamente para o corpo.%Z € o
rotor 7, tem-se que:

) N
B, =f D1, 8.20
- n=1
p,=f . 8.21
e, desde que todas as forgas e torques internos sao equilibrados, resulta que:
p'=p,+ 2 p, =1, 8.22
A

onde f ¢ a resultante das forgas aplicadas ao corpoZ ¢ f, , € a forga interna que atua no

centro de massa do rotor 7,. Agindo da mesma forma e escrevendo-se a variagdo do
momento angular relativo a O para ambos os corpos separadamente, tem-se para o
COrpo%:

N
h) =p,xv,+g,->.(g,,+b,xf,,) 8.23

n=1

onde g, ¢ o torque interno no rotor %;. Por sua vez, a variagdo do momento angular do

rotor n sera dada pela varia¢ao da Relagdo 8.13, que fornece:

h! =b! xp, +b, xp +h’ 8.24

- —w,n

e’ Como him,n = gb,?‘l 4 bi’l :@an e p; = fb,?’l s tem_se

l}; :(@an)Xpn+an§7,n +gb,n' 825

Somando-se as variagdes dos momentos angulares do corpo % e dos rotores %,
comprova-se o resultado ja conhecido, apos algumas manipulagdes algébricas:

N
h, =h, + h, =pxv, +g, 8.26
n=1
Este resultado mostra que o momento angular do conjunto ¢ afetado apenas pelos
torques externos, como era previsto. Embora o torque entre o corpo e os rotores seja
interno, ele provoca alteracdo na velocidade de rotacdo do rotor, e, portanto, altera a
relacdo de momentos entre eles. Este torque pode ser separado na componente na
direcdo do eixo do rotor, € uma outra componente ortogonal a esta. A componente na
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direg¢do do eixo pode ser usada para controlar a velocidade ®, de rotagdo do rotor.

Como o torque no rotor ¢ igual a g, =g, ,-a, =h,  -a,, entdo o momento angular do

rotor em relagdo ao seu centro de massa nesta direcdo fica:

h a -h 8.27

wan — Sn Swan

e cuja variagao resulta em
S T
hw,n - E.ln ’ l}w,n + ?.n ’ l}w,n - ((_".) x gn) ’ hw,n + E.ln ’ gb,n . 828

Mostra-se, contudo, que (®wxa)-h =0 (HUGHES, 1986), usando para isso a

propriedade do produto misto (Relagao 2.12) e as Equacgdes 8.14, 8.5 ¢ 8.16. A variagao
do momento angular do rotor resulta entdo

=g, 8.29

A energia cinética do corpo, incluindo os rotores, fica entdo dada por:

T%I (¥, +@x5)- (v, +@xx,)dm, +

8.30
1 ’
+ X[ v, roxb, @+, )xr ]y, +exb, +@+o,)xr,Jdn,
n=1 "
que resulta
1 1 X 1y
T=omy, ¥, +Y, @x¢+-0-J-0+0-D [, 0,8,+-3 1, 0. 8.31
n=1 n=1

8.3 Equacgdes escalares do movimento

Pode-se agora exprimir as grandezas vetoriais obtidas anteriormente usando a notacao
matricial. Serd utilizada a conversao:

8.32

J=7-31-7", 8.33

além dos escalares g,, I, € I,, respectivamente o torque no rotor n, 0 momento de
inércia deste rotor em relagdo ao eixo de rotacdo e transversalmente ao eixo. Nota-se
que o momento de inércia J inclui as inércias do dos rotores, além da inércia do corpo
Z. A matriz de atitude e os momentos de inércia sdo calculados por:

C=7-9' 8.34

l
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n-n

I, :j (r'r,1-r,r )dm, 8.35

J=Jb+i(ln+J,w) 8.36
p
onde
3, =[ @/r1-x,5])dm,, 8.37
I = jm (xr,1-r,r )dm, =1 1+, -1, )a,a, 8.38
J,,=m, (bl b,1-b,b) 8.39

O momento linear e 0 momento angular ficam entao:

p=mv,—¢ . 8.40

N
h,=cv,+Jo+Y I, oa, 8.41

n=1
enquanto que a componente do momento angular de cada rotor em relagdo ao seu centro
de massa na dire¢do do eixo de rotagdo pode ser calculada com base nas Relagdes 8.27,
8.14, 8.5 ¢ 8.16, resultando:

h,,=1a 0o+l o, 8.42

won s Sn

As equacdes do movimento ficam:

pb :f_mxp 843
h'=g —vip-o*h, 8.44
B, =g, 8.45

Pode-se novamente definir a matriz de inércia do sistema, o que leva a uma substancial
simplificacdo das equagdes. Os vetores de momento e velocidade ficam:

P=(p h, h, - h,) 8.46

V=(v, © o - o), 8.47

o

enquanto que a matriz de inércia do sistema ¢ dada por:
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ml - 0 0
¢ J I, a I,,a,
M=|0" I, a/ L, - 0 , 8.48
0’ Iy, al, 0 - Iy,
e, igualmente, tem-se
P=MV, 8.49

A equacao da dindmica ¢ agora dada por:
P=T-QP, 8.50

onde T ¢ o vetor de forgas e torques:

T=(f g g - &), 8.51

¢ a matriz Q* é definida por:

o 0 0
vV, o 0

Q=0" 0" 0 --- 0]. 8.52

0 0" 0 - 0
Finalmente, a energia cinética fica, na forma escalar, igual a:

N N
T:%ng v, —VZ cxo)—i—%o)T JO)+(;)TZIW’S(D” a, +lzlw 0)5 . 8.53

n=1 n=1

ou, usando a matriz de inércia do sistema,

TzéVTMV. 8.54

Nota-se ainda que € necessario inverter a matriz de inércia do sistema para que se
obtenha o vetor de velocidades V. Esta inversdo nao ¢ complicada, pois M ¢ uma matriz
esparsa, ou seja, contém diversas células nulas. Pode-se, por exemplo, utilizar a
inversdo por blocos, como apresentado no capitulo anterior, aplicando-a duas vezes a
matriz, o que leva ao conjunto de matrizes:

A BY' G ~GBC"
M_lz T = T 1 T 1| 8.55
B C -CB G C +CBGBC
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onde

8.56

G :(A_BC_IBT)_I :(—LCXK L-Lc¢Kce'L

1 _><
A:(’" cj 8.57

K K¢ L j

¢ J
0 0

B= j, 8.58
Il,s a - IN,s ay
Il,s 0

C=| : . Co, 8.59
0 IN,S

K=(ml+e'Let) 8.60

N -1
Lz(J—ZIH)Sana:j : 8.61
n=1

sendo que as trés ultimas podem ser facilmente invertidas com métodos usuais (as duas
ultimas sdo matrizes quadradas de ordem 3).

8.4 Equacgodes em relagdo ao centro de massa

Consegue-se significativa simplificagdo nas equac¢des da dindmica se o momento
angular for expresso com relagdo ao centro de massa do conjunto corpo.% e rotores 7.
Da mesma forma como ocorrido no capitulo anterior, o movimento do corpo pode entdo
ser separado no movimento translacional e rotacional. De particular interesse aqui sao
as equagdes do movimento rotacional, ja que as demais equacdes permanecem iguais as
da Secao 7.4. O momento angular e sua variacao ficam entdo iguais a:

h, :(I—ﬁlw a, aﬁjm+ihw’n a, 8.62
n=1 n=1

N N
hlc)m = gcm _mx hcm = gcm _(’)X (I - zln,s an aij _(DX (Zhw,n anj ° 863
n=1 n=1

onde I ¢ a matriz da diddica do conjunto em relagdo ao centro de massa. O momento
angular dos rotores fica inalterado, portanto sdo validas as Equagdes 8.42 e 8.45.
Embora a matriz de inércia do sistema sofra também uma simplificagdo, ela ainda
devera ser invertida para que se possa determinar as velocidades angulares dos rotores e
do corpo. Para evitar tais inversoes pode-se exprimir as equagdes da dinamica do corpo
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diretamente em termos das velocidades angulares, derivando-se h., diretamente no
sistema %, e igualando as duas relagdes para obter:

N N
Lo =g, -0 |L,o+Y h a [->ga, 8.64
n=1 n=1
com
B, =g, 8.65

e tal que a matriz de inércia reduzida I, € definida por:
N
L2(1->1 a,a] 8.66
n=1

As velocidades angulares dos rotores podem agora ser calculadas por meio da Relacao
8.42:

I o,=h,, -1 a o, 8.67

e, embora este sistema aparente ser mais complexo do que as equagdes envolvendo o
momento angular, ainda assim deve-se notar que neste ndo ha necessidade de se inverter
a matriz de inércia do sistema, mas tdo somente a matriz reduzida, que ndo varia e tem
dimensdo 3. Como ultimo resultado, quando a origem do sistema .%#, coincidir com o
centro de massa do conjunto a energia cinética ficard na forma:

1 1 N N
ngmvf V0+EmT1m+mTZIn’Swnan+121M o . 8.68

n=l1 n=1

onde se nota novamente a separacao entre os movimentos de rotacao e de translagdo.
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9 CORPO RIGIDO COM AMORTECEDOR DE NUTACAO

Um amortecedor de nutacdo ¢ um dispositivo fixado ao satélite cuja finalidade ¢
dissipar oscilagdes induzidas no movimento de atitude. Estes dispositivos podem ser
ativos ou passivos. Os amortecedores passivos ndo requerem agdo de controle nem
energia adicional para operarem, e sao mais simples do que os ativos.

A nutacdo surge quando a dire¢do do momento angular ndo coincide com um dos eixos
principais de inércia do corpo. Para que isto ocorra € necessario, portanto, que o
momento angular ndo seja nulo, isto €, que o corpo apresente uma certa velocidade
angular de rotacdo, e também que ele tenha assimetria de massa, ou, em outras palavras,
que pelo menos um dos momentos axiais de inércia seja distinto dos demais. Quando
tais condigdes sao satisfeitas, como, por exemplo, em satélites estabilizados por rotagao,
o vetor velocidade angular ndo se alinha com o momento angular, e o corpo descreve
um movimento “bamboleante”, com um dos eixos principais descrevendo um cone ao
redor do vetor momento angular. As componentes da velocidade angular em diregdes
ortogonais ao eixo principal, referida ao corpo, apresentam um comportamento
oscilatorio devido ao movimento bamboleante. O amortecedor de nutacdo usa entdo este
efeito oscilatorio para dissipar o excesso de energia cinética do movimento giratorio, o
que provoca um decréscimo no angulo de cone e faz com que tanto a velocidade angular
quanto o eixo de maior momento de inércia tendam a ficar alinhados com o momento
angular ao cabo de um curto periodo, descrevendo uma trajetéria espiral até o
alinhamento. Quando a nutacao for totalmente removida, o corpo terd um movimento
rotacional puro ao redor do eixo de maior momento de inércia conhecido como “flat
spin” No exemplo da Figura 9.1, os pontos azuis mostram a trajetéria espiral do eixo de
maior momento de inércia (também em azul), e seu alinhamento ao eixo do momento
angular (em vermelho).. No caso de um corpo com geometria semelhante a uma moeda,
o eixo de maior momento de inércia é perpendicular ao plano da moeda, e, se a
geometria for semelhante a uma caneta, o eixo de maior momento ¢ perpendicular ao
eixo longitudinal dela.

Os amortecedores de nutacdo podem operar por meios exclusivamente mecanicos, ou
ainda eletromagnéticos. Cada um deles tem seu proprio equacionamento matematico e
sua taxa de dissipacdo de energia. Amortecedores mecanicos usam o atrito para prover a
remog¢ao de energia, enquanto que os eletromagnéticos usam a histerese ou correntes de
Foucault induzidas em discos. A formulacao apresentada aqui serd aquela relacionada a
amortecedores mecanicos. Estes sdo compostos por um sistema massa-amortecedor, no
qual a massa sofre as aceleragdes do movimento oscilatorio causado pelas velocidades
angulares transversais, € o amortecedor provoca uma histerese que dissipa a energia
deste movimento. Ha diversos arranjos possiveis para estes amortecedores. Podem ser
rotacionais ou translacionais. Podem incluir ou ndo uma mola restauradora, € o sistema
de amortecimento pode ser solido ou fluido.
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Figura 9.1 — Movimento de amortecimento de nutacdo num satélite assimétrico.

Os amortecedores rotacionais consistem basicamente de um rotor livre ou suportado por
uma mola torcional. Se estiver livre ele deve ser lacrado com um liquido no intersticio
que ird provocar um atrito viscoso no rotor. No caso de ser suportado por uma mola,
esta ird dissipar a energia por meio de histerese mecanica, como o usado no satélite
SAS-A (SEN, 1970). Amortecedores mecanicos devem evitar o uso de atrito seco, pois
neste caso o atrito estatico em geral ¢ maior do que o atrito dindmico. Quando as
aceleragdes tornam-se pequenas demais para sobrepujar o atrito estatico, a dissipagdo de
energia cessa, permanecendo ainda uma nutacao residual que nao ¢ mais eliminada. Este
efeito ¢ menos intenso em atrito viscoso, como aqueles causados por liquidos. De fato,
uma boa parte dos amortecedores de nutagdo usam liquidos como meio dissipativo e até
mesmo como o elemento de massa. Amortecedores eletromagnéticos sdo igualmente
eficientes em baixos angulos de nutagdo. Os principais tipos de amortecedores sdao
(conforme ¢ mostrado na Figura 9.2):

e Anel tubular parcialmente preenchido com o6leo, e com eixo descentralizado
com relagdo ao eixo de maior momento de inércia (a).

e Setor tubular preenchido com o6leo e uma esfera no interior. O setor ¢
levemente curvado para fazer com que a esfera fique alojada no seu centro
apos a nutacdo ter sido amortecida, por acdo da forca centrifuga. O eixo do
tubo ¢ alinhado ao eixo de rotacao (b).

e Disco com mola torcional. O eixo do disco ¢ perpendicular ao eixo de maior
momento de inércia, e a mola restaura a posi¢do do disco além de dissipar a
energia cinética (c).

e Péndulo com mola. O péndulo oscila na dire¢do do eixo de rotacdo, e a mola
dissipa a energia vibratoria (d).

e Massa com mola. Trata-se do mesmo principio do péndulo, porém usa uma
mola translacional que confina o0 movimento da massa, a0 mesmo tempo em
que amortece a nutagdo (e).
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Figura 9.2 — Principais tipos de amortecedores de nutacdo empregados em satélites.

Considera-se agora um corpo rigido % e um conjunto de amortecedores de nutacio P,
(n=1, 2, ... N) do tipo massa, mola e amortecedor translacional, mostrados na Figura
9.3. O corpo % possui massa m;, primeiro momento de inércia ¢, e diadica de inércia

J, em relagdo ao sistema de coordenadas.#;, fixado a ele no ponto O. O amortecedor9,
tem posi¢do da massa m, dada por p,=b, +x,a,, coeficiente de amortecimento d, e

constante de mola k,,. A massa m do conjunto ¢ calculada por:

mzmb+ﬁmn. 9.1

n=1

Admite-se agora que as dimensdes dos amortecedores de nutagdo sejam reduzidas, a
ponto de se poder considerar a massa m, como pontual. Com isso a diadica do
amortecedor passa a ser:

!n:mn(En'Bnl_EnEn)’ 92

O primeiro e segundo momentos de inércia do conjunto valem entao:

N N N

g:§b+zmnpn:§b+zmnbn+zmnxngn’ 93
n=1 - n=1 n=1
N

1=4,+31,. 9.4
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Figura 9.3 — Corpo rigido composto com amortecedores de nutagdo translacionais.
9.1 Vetor do momento angular

O momento linear do conjunto pode agora ser considerado como sendo formado pelos
momentos do corpo.Z#Z e pelo momento dos amortecedores, dados respectivamente por:

=m,V,+o0xc,, 9.5
b b Lo g b
p,=m,(v,+oxb +v,a), 9.6

onde v, ¢ a velocidade de O relativa a base #;, e v, = x, € a velocidade da massa m,. O
momento linear do conjunto fica entdo igual a:

N N
P=p,+ ) P, =my,+@xc+ Yy mv,a,, 9.7
- - n:lﬁ n=l1

sendo que m ¢ a massa total e ¢ € o primeiro momento de inércia do conjunto. O
momento angular relativo ao ponto O do corpo.%, por sua vez fica:

h,=¢,xy,+J, 0, 9.8
e o momento angular do amortecedor n, em relacao a O, sera calculado por meio de:

-y
:mnlanY()—i_mnEnXBn’ 99

—n

onde p,=b, +x,a, ¢ a posicdo da massa m,. A taxa de variagdo de p, pode ser

calculada por:
p;:L);—’_xngn—’_xné;:@X(L)n-i_xnan)-i_vngn’ 910
e com isso o0 momento angular do amortecedor de nutacao » fica:

hn:mnlanY()—i_"_].n.(_’l.)+vnmnl2nx§n' 911
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Por outro lado, o momento angular total relativo a O ¢ dado pela soma das parcelas
individuais, resultando:

N N
l_!ozl}b+zl_!nZQXY()—FQ'(&)—FZ‘}nmnangn' 912
n=1

n=1

As equagdes do movimento sdo obtidas ao se efetuar a variagcdo temporal dos momentos
(linear e angular). A variagdo do momento linear sera igual ao somatorio das forcas
externas e a variacdo do momento angular resultard no somatoério dos torques externos
aplicados ao corpo, incluindo os amortecedores. A andlise sera feita para cada corpo
separadamente. Como a massa do amortecedor de nutacdo ¢ concentrada num pequeno

volume, entdo a forca f aplicada nela pelo corpo % ¢ igual, e em sentido contrario, a
sua reagdo. Neste caso, tem-se, para a variagdo do momento linear do corpo:

N

p,=f-) £, 9.13
=1

—

n

enquanto que, para o amortecedor de nutagdo n, tem-se:

p, =f,. 9.14

—

Por sua vez, a for¢a f pode ser decomposta nas componentes axial e transversal a

direcdo do movimento da massa. A componente axial deve ser equilibrada pela acdo da
mola e do amortecedor, de forma que:

f =—(k, x +d,v,)a,+f, 9.15

oL

onde f , ¢ uma forga transversal, tal que f  -a, =0. Somando-se as variagcdes dos

momentos lineares do corpo e dos amortecedores, resulta entdo:

p=f. 9.16
A andlise do momento angular ¢ realizada de forma analoga, porém ressalta-se que, por

hipétese, ndo had torques aplicados aos amortecedores pelo corpo. Partindo-se da
Equagdo 7.13 a variagdo do momento angular fica, para o corpo, igual a:

h,=g,-v,xp,—>.b,xf,, 9.17

onde g ¢ resultante dos torques externos, enquanto que para os amortecedores de

nutagdo vale:
l_:.l;:_!()xpn-l_bnxfn’ 918

de onde se tira que a variacdo do momento angular total em relacdo a O fica:
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N
h, =h, + h, =g, —v,xp. 9.19
n=1 - -

A equagdo do movimento para cada um dos amortecedores pode ser obtida a partir da
variacdo do momento linear. Uma vez que o movimento se dd ao longo da direcdo do

vetor a,, calcula-se, entdo, a variagdo do momento nesta dire¢ao, ou seja:

DY Si_

pn_Bn'gn—i_gn'gn_f.n'gn—i_lzn'(_".)xgn’ 920
que ira resultar em:

pn:_knxn_dnxn+mn@.gnx(Y0_an(9)' 921

Como ultimo resultado, antes de ingressar nas relagdes escalares do movimento,
apresenta-se o calculo da energia cinética, que neste caso fica:

T%I (¥, +@x5)- (v, +@xx,)dm, +

v , 9.22
1

+2 2 m,(V, +@xb, +v,2,) (Y, +@xb, +v,a,)

n=1
que resulta

1 1 1 & )

I'=—mv,-v, +V, -Oxc+—0-J 0)+—Zmnv +
2 T T T T 9.23

N N
+Y0 'zmn vn gn +0_?.zmn vn (bn X?.n)
n=1 n=1

9.2 Equacgoes escalares do movimento para amortecedor translacional

As relagdes apresentadas na forma vetorial serdo agora convertidas para a notacao
matricial, comumente utilizada em implementagdes computacionais. Como apenas dois
sistemas de referéncia estdo em uso (¥ e %), admite-se entdo que todos os vetores sao
expressos na base girante, ou seja, #p, € com isso vale a relagdo:

J=7-31-7", c=F ¢ 9.24
e tal que
N N
J=J,+>.J,, c=c,+y.mb, 9.25
n=1 n=1
onde
3, =[ @ 1-r,x))dm,, c,=[ r,dm, 9.26
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J =m, (b b 1-b bl). 9.27
O momento linear e 0 momento angular serdo calculados por meio de:

N
p:mvo—cxm+2mnvnan, 9.28

n=1

N
h,=cv,+Jo+Y v,mbla,, 9.29

n=1

enquanto que o momento linear da massa presente no amortecedor de nutacdo ¢ dado
por:

p,=a. p,=m (alv,—albio+v), 9.30

com suas variagdes temporais dadas respectivamente por:

p’=f-o'p, 9.31
h’=g -vip-o*h,, 9.32
p,=m o a(v,-bw) -k x —d v, . 9.33

Devido a forga de restituicdo da mola, uma nova equacdo diferencial deve ser inserida
no sistema, dada simplesmente por:

X, =v . 9.34

n n

A energia cinética, na forma matricial, € obtida a partir da Relagao 9.23, resultando:

N
T :%mvg v, +v! mxc+%mTJ(o+lZmn v+
" : 9.35
N N
+vi > m,v,a,+0" Y m v, (b a,)
n=1 n=1
Como sugerido por Hughes (HUGHES, 1986) e Wertz (WERTZ, 1978) ¢ conveniente

expressar as equagdes do momento e do movimento por meio da matriz de inércia do
sistema. Tem-se assim que os vetores dos momentos e de velocidades do sistema ficam:

P=(p h, p - p) 9.36

V=(v, o v - vn)T, 9.37

onde a matriz de inércia do sistema ¢ dada por:
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X

ml —c ma, - myay
X X X
¢ J mb;a, - m,b,a,
M=| mal -ma b} m, 0 , 9.38
mya, —m,alb} 0 my

de onde se tira que

P=MV, 9.39
c
T:%VTMV. 9.40

As Equagdes 9.31 a 9.34 devem ser integradas, e o vetor de velocidades do sistema pode
ser obtido pela inversao da matriz de inércia do sistema, ou seja:
V=M'P, 9.41

mas, diferentemente dos casos analisados anteriormente, esta matriz ndo é constante,
pois depende do deslocamento x, das massas dos amortecedores de nutacdo. Isto
significa que a matriz inversa deve ser calculada sempre que as velocidades forem
requeridas. Pode-se empregar o mesmo método utilizado na Sec¢do 8.3, mais
precisamente as Equagdes 8.55 a 8.60 que sao substituidas por

A BY' G ~GBC
M_lz T = pT 1 T 1]°? 9.42
B C -CB' G C +CBGBC

onde

-1 K KDL
j, 9.43

G=(A-BC'B') = . .
-LD'K L-LD'KDL

A :(’"1 ¢ j 9.44

¢ J

I A 9.45
mbra, - mybyay
m, 0

C=|: . 1, 9.46
0 my
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K:(N+DLDT)’1, 9.47

N -1
L:(ml—Zmnb;anafb;j : 9.48
n=1
N -1
N:(J—Zmnb;anafb;j : 9.49
n=1
N
D=—c"+) m,a al b, 9.50

n=l1

e, novamente, as matrizes N, L, e K podem ser facilmente invertidas pois sdo de ordem
3. Igualmente, a inversao de C ¢ trivial. E evidente, contudo, que basta um unico
amortecedor de nutagdo para remover as velocidades angulares transversais do satélite,
embora a formulagdo apresentada aqui permita que se disponha de um niimero qualquer
de amortecedores.

As equagdes diferenciais do movimento podem ser escritas na forma:

P=T-QP, 9.51

onde T ¢ o vetor de forgas e torques:

f
g,
T=| mo'a(v,-be)-kx—dv |, 9.52
m, o ay (v,—-b,0)—k, x,—d, v,
¢ a matriz Q* é definida por:
o 0 0
v, o 0
Q=l0o" o 0o --- 0]. 9.53
o 0 0 -~ 0

9.3 Equacgodes em relacdo ao centro de massa com amortecedor translacional

Quando o momento angular ¢ expresso em relagdo ao centro de massa do sistema
consegue-se uma grande simplificagdo nas equacdes. Contudo, este procedimento nao
mais ¢ valido aqui, uma vez que o centro de massa do conjunto varia conforme a
posicdo da massa do amortecedor. Pode-se, inicialmente, considerar que este
deslocamento seja desprezivel, e com isso a matriz de inércia do conjunto torna-se
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constante. Admitindo-se entdo que esta hipdtese seja valida, o momento angular passa a
ser dado por:

N
h,, =Io+) v,mbia,, 9.54

n=1

cuja variagao temporal fica dada por:

N
h =g —-oh, =g —(DXI(D+LOXZV” m b a , 9.55

n=1

O momento do amortecedor » e sua variagao ficam iguais a:
T 3%
p,=m,(v,~a,b ), 9.56

p=mo J, o-kx-dv,, 9.57

ba,n

e 0 deslocamento da massa fica:

X, =v, . 9.58

n n

sendo que J 5, € definido por:

J, =-a’b =bTa 1-b a’ 9.59

ba,n n

As expressdes obtidas requerem ainda que a matriz de inércia do sistema seja invertida,
para que se possa avaliar o vetor V de velocidades. Uma forma de se evitar esta
inversdo ¢ pela substitui¢do direta das relacdes em termos das proprias velocidades.
Para isso deve-se avaliar a variagdo do momento angular no proprio sistema #,, que
resulta, para a variacdo do momento linear e angular, respectivamente:

p,=m, (v, —a b ®") 9.60

N
b, =1e"+) m,v,bla, 9.61

n=1

Igualando-se agora estas expressdes aquelas ja obtidas anteriormente, e resolvendo-se o
sistema para as aceleracoes linear e angular, tem-se:

N N
(I+Zmn b a a’ b;jo)b =g, —0lo+e* Y v,mbia +
n=1 n=1 962

N N
+> (k,x,+d,v,)bia,-> mo'J, oba,

n=1 n=1

ba,n
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N
T 71 X . T -1 Ty y-1,..x
ml’l 1+ ml’l af’l bﬂ I Zmﬂ bn all vn - mll an bn I ng _mﬂ an bll I m I(o +
=1
" 9.63

N
T < y-1,.4% x T
+m,a, b I o Zvnmnbnan+mn(o J

n=l1

by @k, X, —d, v,

A obvia complexidade destas equacdes demonstra que nem sempre se consegue
simplificar a dindmica ao representa-la por meio das velocidades. Contudo, como foi
dito, este procedimento evita a necessidade de se inverter a matriz M de inércia do
sistema. Parte desta complexidade decorre do fato de se ter um amortecedor de nutagao
que se desloca linearmente num corpo em rota¢do. E claro que se ambos apresentassem
movimento rotacional, ao contrario de translacional, certamente seria possivel alguma
simplificagdo. Como foi dito antes, um amortecedor de nutacao rotacional ¢ semelhante
a uma roda de reag¢do na qual o torque aplicado a roda deve ser substituido pelo torque
de atrito e, eventualmente, também por um torque restaurador devido a uma mola. As
equagoes de movimento deste amortecedor serdo apresentadas na proxima sec¢ao.

Como ultimo registro, a energia cinética com movimento ao redor do centro de massa
fica:

N N
T:%mTJm%ZmH vi+e' Y m, v, (bia,). 9.64

n=1 n=1

9.4 Equacgoes escalares do movimento para amortecedor rotacional

Passa-se agora a considerar um corpo rigido # e um conjunto de amortecedores de
nutagdo &, (n = 1, 2, ... N) do tipo inércia, mola e amortecedor torcional, como
mostrado na Figura 9.4. O corpo.% possui massa m,, primeiro momento de inércia ¢, e
diddica de inércia J, em relagdo ao sistema de coordenadas %, fixado a ele no ponto O.
O amortecedorZ, tem centro de massa na posi¢do b,, massa m,, momento de inércia I,
com rela¢do ao seu centro, e dire¢do do eixo de rotagdo dada por a,. O coeficiente de

amortecimento rotacional € d, e a constante de mola torcional ¢ k,. Sob este ponto de
vista, a formulagdo de um amortecedor de nutacao rotacional em nada difere daquela
deduzida para rotores (rodas de reacdo), exceto que o torque aplicado ao rotor deve ser
substituido pelo torque do amortecedor, que vale:
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Figura 9.4 — Movimento composto por um corpo ¢ amortecedores de nutagdo rotacionais.
gn :l_.!il,n 'gn :_kn en _dn 0);1’ 965

onde h),, ¢ a variagio do momento angular do amortecedor n. O momento linear e o

momento angular possuem expressdes idénticas aquelas dos rotores, ou seja:

p=mv,—¢c . 9.66
N

h,=cv,+Jo+> I, oa,, 9.67
n=l1

onde 7, ¢ o momento da inércia do amortecedor em relagdo ao seu eixo de rotagdo, a, .

Por sua vez, a componente do momento angular do amortecedor » em relacdo ao seu
centro de massa na dire¢ao do eixo de rotacao fica:

hd,n = In,s a: o+ In,s wn . 9.68

As equacdes do movimento, com momento calculado em relagdo ao ponto O, sdo entdo
dadas por:

b = f—op 9.69
h'=g —vip-o*h, 9.70
h,,=-k0,-d, o, 9.71

€
0, =0, 9.72

A matriz de inércia do sistema, necessaria para o calculo das velocidades linear e
angular, possui a mesma formulacdo da Se¢do 8.3 e por isso ndo serd repetida aqui. A
mesma idéia aplica-se também a energia cinética. Contudo, € interessante apresentar as
equacdes do movimento quando o ponto de referéncia do momento angular passa a ser o
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centro de massa do sistema. Ao contrario do amortecedor de nutagao linear, neste caso o
centro de massa do sistema ndo se move, e assim as equagdes sdo exatas. O momento
angular do conjunto, em relacao ao centro de massa, fica entao:

“m

h, = I—ﬁ[}w aa m+ihdﬂ a,, 9.73
n=1

n=l1

enquanto que sua variagdo passa a ser dada por:

N N

b x T x

h) =g -1 —le aa 0-0 Zhd’n a |, 9.74
n=1 n=1

onde I ¢ a matriz de inércia do conjunto em relacdo ao centro de massa. O momento

angular dos amortecedores, %, , , bem como sua variag¢do /,, , ndo sofreram alteracoes.

Estas equacdes requerem, contudo, a inversdo da matriz de inércia do sistema M, para
que se possa calcular a velocidade angular. Para evitar esta inversao pode-se apresentar
as equagdes em termos das variacdes do momento angular h,,, referido ao sistema.#, e
posteriormente igualando as relagdes, que resulta:

N N
Lo =g -0 Ib(o-i-Zhd’nan +Z(kn 0,+d o )a, 9.75
n=l1 n=1

onde a matriz de inércia reduzida I, ¢ definida por:

N
L2 1->1 a,a 9.76
n=1
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10 CORPO RiGIDO ACOPLADO A APENDICES ARTICULADOS

Introduz-se agora a modelagem da dindmica de um corpo com apéndices articulados.
Em virtude da disponibilidade de conversdao da energia do Sol diretamente em energia
elétrica por meio de células fotovoltaicas, ¢ comum empregar-se grandes painéis em
satélites, para coletar esta energia. Para melhorar o rendimento da conversao, procura-se
manter, sempre que possivel, os painéis, ou arranjos de células, voltados para a direcdo
do Sol. Por outro lado ¢ também comum que o satélite tenha necessidade propria de
apontamento, em dire¢des diferentes daquelas dos painéis (para a Terra, por exemplo).
Neste caso a solucdo obvia ¢ dotar o satélite de juntas rotativas que permitam que oS
painéis apontem para o Sol de forma independente do movimento proprio do satélite, o
que caracteriza um corpo principal (satélite) dotado de um ou mais apéndices (painéis)
articulados.

O desenvolvimento da dindmica sera semelhante aos realizados anteriormente, onde o
momento angular ¢ calculado com base nas velocidades. Também serd desenvolvido o
modelo da dinamica em fun¢do exclusiva das velocidades angulares para o caso do
movimento em relagdo ao centro de massa. Contudo, este modelo apresenta uma
complexidade maior em virtude do centro de massa nao ser fixo como nas dindmicas
estudadas anteriormente.

10.1 Vetor do momento angular

Considera-se entdo um corpo rigido &%, de massa m; e com primeiro e segundo
momentos de inércia dados por ¢, e J,, respectivamente. Sdo fixados a este corpo N

apéndices &,, n = 1, 2, ... N, que podem ser considerados rigidos individualmente e
articulados a ele por meio de juntas rotativas, como visto na Figura 10.1. A massa do
apéndice n € m,, e seu momento de inércia relativo a um sistema.%#, fixado ao seu centro
de massa € I, . O vetor b, indica, no sistema.%; fixado ao corpo, a posi¢do de um ponto

qualquer J, da articulagdo que une ., com %, ¢ a, ¢ um vetor unitario que informa a
diregdo do eixo de rotacdo desta articulagdo. Finalmente, o vetor d, fornece a posi¢do
do centro de massa do apéndice2/, em relagdo ao ponto escolhido na articulacao.

Figura 10.1 —Corpo rigido composto por apéndices articulados.
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A massa, o primeiro e o segundo momentos de inércia do conjunto formado pelo corpo
Z e pelos apéndices ficam, em relacdo ao ponto O, respectivamente:

N
m:mb+2mn, 10.1
n=1
N N
g:§b+zmnpn:_c.b+zmn(bn+gn)’ 102
n=1 - n=1

M=

]

N
=3, +>.3,=3,+> . J,...+L), 10.3
n=1

I
—_

n

onde a diadica J,, , € definida por:

‘_].ber,n :mn (pn .pnl_pn pn) :mn [(l_:.)n +gn).(b/1 +gn)l_(bn +(_!n)(l2n +gn)]a 104

que pode ser separada nas componentes:

"Ib+d,n = ‘Ibb,n + ‘Ibd,n + "Idb,n + "Idd,n ) 10.5
dadas por:

Jbbn mn(bn'bnl_bnbn)

den mn (bn'dnl_bndn)

o T T T 10.6

Jdbn mn(dn'llnl_glzbn)

‘_I.dd,n = mn (gn gn _l._gn (_!n)

Os momentos J,,, € J, , sdo conhecidos como momentos mistos, pois parte deles ¢

relativo ao corpo e parte ¢ relativo ao apéndice. O centro de massa do sistema varia no
sistema.#;,, uma vez que:

N
r.cm :l|:mb gb+zmn(bn+gn)j|a 107
m n=1

onde se nota que a direcdo de d, varia com a rotagdo do apéndice (d, ¢ o centro de
massa do corpoZ relativo a base #).

10.2 Equacdes vetoriais do movimento

Os momentos do conjunto podem agora ser expressos em funcdo das propriedades de
massa ¢ das velocidades angulares do corpo e dos apéndices. Esta formulacao ¢
semelhante a realizada no corpo composto por rotores, porém agora ja ndo ha simetria
de massa ao redor do eixo de rotagdo. Sera suposto também que nao existam torques ou
forcas externas agindo nos apéndices, exceto aqueles provindos da articulagdo. Uma
generalizagdo do equacionamento para incluir estas forgas e torques pode ser realizada,
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mas, em geral, satélites ndo contam com elementos geradores de forca fixados aos
painéis. Ademais, quaisquer for¢a ou torque agindo neles poderia ter sua agdo
transferida para o corpo do proprio satélite, desde que a articulagao pudesse apresentar
os esforgos de reacao.

Admite-se que a velocidade angular do corpo# seja ®, e que a velocidade do apéndice
seja 0, =0+

>n?

onde , =m,a, ¢ a velocidade relativa entre o corpo € o painel.
Escrevendo entdo o momento linear do corpo e do apéndice n, tem-se:

P, =m, ¥, +QOXx¢,, 10.8
pn:mnYo+mnq)x(bn+gn)+mn(9nx(_!n' 109

onde v, ¢ a velocidade de O relativa a base &. Os momentos lineares podem agora ser
reunidos no conjunto, o que resulta:

N N
P=p,+ )P, =mY,+@xc+y m o, xd,. 10.10
- N n=1" n=1

De forma anéloga, produz-se o momento angular relativo ao ponto O para cada um dos
corpos separadamente:

h,,=¢,xy,+J, 0, 10.11

h,,=m,(b,+d,)xv,+[ p,xp,dm,, 10.12

etal que p, =b, +d, +r, €aposicdo de um elemento de massa do apéndice # relativo a

O e r, ¢aposicdo deste elemento referido ao centro de massa de/,. Como b, ¢ fixo

emZ%, e d, e r, sdo fixos no apéndice, entdo a variagdo p, vale:

P, =b,+d, +i =ox(b,+d, +1)+0, xd, +1,). 10.13

—

e com isso o0 momento angular do apéndice torna-se:
hu,n = mn (L)n +gn)x Yu + (‘!b-#d,n + ln) (9 + ('Jdb,n + "Idd,n +ln) ’ (9;1 b 1014

E também conveniente escrever o momento angular do apéndice em relagio ao ponto J,
da articulagdo. Usando entdo a relagdo de mudanca de polo do momento angular
(Equagao 7.3) este momento resulta:

h‘ :llo,n _l_:.)n Xpn :mn gn XY(} +('_].bd,n +'_].dd,n +ln).(’_‘.)+("_].dd,n +ln).(_’l)n 1015

—/sn

Calcula-se agora o momento angular do conjunto em relagdo ao ponto O, que ira
resultar:
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N N
Llu :llo,b +Zl}0,n :gXYO +"I'(9+Z("Idb,n +Jcld,n +In)'q.‘)n 1016
n=l1 n=l1

A articulacdo introduz vinculos de forca e torque que sdo transmitidos para o apéndice.
Sera mostrado, a seguir, de maneira similar a realizada nas se¢des anteriores, que a
variagdo temporal do momento linear e angular do conjunto resultam respectivamente

nas resultantes f das forgas e g, dos torques externos referidos a O. Considerando f,

como sendo a forga aplicada pelo corpo ao apéndice n, entdo, por agdo e reacdo, a forca
aplicada pelo apéndice no corpo serda —f . Tem-se com isso que a variagdo do momento

linear do corpoZ e do apéndice serdo dados por:

N
-t 10.17

n=1

1
-

P,

i

P,

—

I
=

, 10.18

onde foi suposto que nao existam forgas externas aplicadas a qualquer apéndice.
Contudo, como afirma Hughes (HUGHES, 1986), ¢ facil modificar estas expressdes
para que incluam forgas e torques externos também nos painéis. Com isso, a variacao do
momento linear do conjunto fica:

N
p =p,+) P, =1, 10.19
n=l1

Por outro lado, sendo g, , o torque do corpo aplicado ao apéndice na articulagdo, a

variagdo do momento angular do corpo.%Z fica:

N
h,=p,xv,+g,—->.(g,,+b,xf,), 10.20
- - n=l1 -

enquanto que a variagdo do momento angular do apéndice pode ser calculado por meio
da mudanga de polo, ou seja:

h,, =b, xp,+b, xp, +h’ . 10.21

—0,n

Por outro lado, a variagdo do momento angular relativo ao ponto na junta pode ser
calculado pela Relagao 7.13, que leva a

hi,=g,,~v,xp,—(@xh,)xp, 10.22
Lembrando que b’ =wxb, e p’ =f,, resulta entio
h,, =g, -V, xp,+b,x1, 10.23

€ com isso a variagdo total, incluindo o corpoZ e os apéndices.%/,, ira resultar em:
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h) =h’,+> hi, =pxv,+g,, 10.24

como se desejava demonstrar. A derivada do momento angular do apéndice pode
também ser escrita no referencial girante do proprio apéndice, resultando em:

b, =h,  x(@+0,)-m(y,+oxb)x[(@+o,)xd,]+g,, 10.25

—/n

As equagdes acima podem sofrer certa simplificacdo se for considerado que tanto a
velocidade angular quanto o torque estdo direcionados no eixo de rotagao do apéndice,
isto &, 8, =8 .3 0, ,=0,2,. Porém, este artificio ndo elimina o carater vetorial do
momento angular, pois o apéndice foi suposto assimétrico em relagdo ao eixo de
rotagdo. Esta simplificacdo serd mais perceptivel quando forem mostradas as expressdes
do movimento em termos das velocidades angulares, mais adiante.

A energia cinética do conjunto ¢ calculada a partir da sua definicao, de forma analoga as
realizadas anteriormente:

T%I (v, +@x15,)-(V, +@x1,)dm, +

10.26
N b
+%ZI [v, +@xp, +0,x(d,+5)]-[v, +0xp, +0,x(d, +1,)ldn,
n=l1 " - -
que resulta
1 i 1
T=omy, ¥, +Y, | @xc+) me,xd, [+-o-J-o+
- 10.27

N

1 N
+Ezq‘)n ‘(‘Idd,n +In)'(9n +(i‘).z(‘ldb,n +‘Idd,n +In)‘(9n
n=l1 n=l1

10.3 Equacoes escalares do movimento

Antes de escrever as equagdes escalares do movimento deve-se recordar que foram
estabelecidas 3 bases nas quais os vetores serdo representados: o sistema inercial &, a
base %, fixada ao corpo Z, e as diversas bases .#, fixadas aos apéndices. Os vetores
definidos anteriormente sdo entdo assim representados:

(h, pg f o v, ¢cc¢ r, a b)=

10.28
-5, p g f ov ¢ cr oa b
(h, d, o, g, r)=5(h, d o, g, r) 10.29

e as diadicas ficam definidas por:
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bn “n

J:g-g-zT:Jﬁﬁ(Jmmw 1,C),

=% 4, % =] @ 1-r,x))dm,

' F =Tt 30, +C 30, Chs

"=m,(b'b 1-b, b]), 10.30
"=m, ('C, d 1-b,d C]),

7 "=m,@ C; b 1-C, d,b]),

=71, 7" = m(rnrnl—rnrn)dmn,

Jdd,n:‘gn—"!dd,n"gnT:mn(didnl_dndg)a

| G
g
3
éﬁ)

éﬂcN

do qual se depreende que as inércias mistas relacionam-se por meio de J,,, =J}, .

Além disso, como Cj, ¢ variante no tempo, entdo as inércias mistas também variam no
tempo. O primeiro momento de inércia ¢ dado por:

N
c=c,+).m,(b,+C,d,), 10.31
n=l1
onde
C, =7 7", CcC,=9-3". 10.32

Definindo agora a inércia do apéndice n em relacdao ao ponto fixado na articulagdo como
sendo dada por:

I, =3,,+1,, 10.33

as expressoes escalares dos momentos em relacao ao ponto fixo O ficam entdo iguais a:

N
p:mvo—cxm—Zmannd;mn. 10.34

n=1

N
h,=cv,+Jo+Y (J,,C,+C, )0, 10.35

n=1

enquanto que o momento angular do apéndice n em relacdo ao ponto da articulagdo J,
vale:

X T T T
h_/,n = mn dn Cbn V() + (Cbn de,n + Jn (:bn)('o + Jn (on 1036
cujas respectivas varia¢des serdo dadas por:

pr=f-op 10.37
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h’=g —vip-o*h, 10.38
b, =g+, +mC, (v,+ab, ) C, d:](C;, 0+®,) 10.39

Deve-se agora exprimir as equagdes do movimento em termos da matriz de inércia do
sistema. Para isso nota-se que:

P=(p h, h, - h,) 10.40

V=(v, o o - o), 10.41

e a matriz de inércia do sistema fica entao igual a:

ml - -m, C,, d; -m, C,, d},
¢ J J1 C +Cud) o Ty G +Cy Iy)
M= m dlX CZ] (C; de,l +J1 CZI Jl 0 10.42
>‘< T T ' T ) . '
my dy, G,y (Chy de,N +Jy Cyy 0 Iy
€ agora s¢ pode €screver que
P=MYV, 10.43
sendo T o vetor de forcas e torques:
T
T=(f g g, ~ &) 10.44

porém ndo se consegue exprimir a equagdo do movimento em termos da matriz de
inércia do sistema, uma vez que as equagdes da dindmica nao sdo mais lineares. Como
ultimo resultado, a energia cinética serd dada por:

N
T:%mvf v, +%mTJm+lme J o +
N SR 10.45
+V§ ('OX C+V(T; Cbn zmn 0‘); dn +0)T Z(Jdb,n Cbn +Cbn Jn)(’on
n=l1

n=1 =

que, em termos da matriz de inércia do sistema fica:

TzéVTMV. 10.46

Para conhecer o histdrico da atitude, deve-se integrar as equacdes acima em termos do
momento linear, e os momentos angulares do corpo % e de cada apéndice &7,. As
velocidades podem ser calculadas a partir da inversdo da matriz de inércia do sistema
que, neste caso, nao ¢ constante, pois depende da geometria entre os apéndices € o
corpo. A inversa pode ser calculada a partir das inversas de sub-blocos, como realizado
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nas secoes anteriores. Contudo, esta inversa ¢ complexa em virtude da ordem do
sistema, que, neste caso, ¢ de 6 + 3N. Hughes (HUGHES, 1986) salienta que a
formulacao do movimento em termos das velocidades angulares ¢ de pouco valor, uma
vez que tais equagdes sdo consideravelmente mais complexas do que aquelas que sdo
expressas no momento angular. Porém, considerando que a inversa da matriz de inércia
do sistema torna-se necessdria, pode-se questionar se realmente o custo da
complexidade ndo compensa o esforco computacional, principalmente se requisitos
como processamentos em tempo-real forem levados em consideragdo. Deve ser
salientado, também, que satélites com 2 painéis e 4 rodas de reacdo sdo bastante
comuns, 0 que acarreta a necessidade de inversao de uma matriz quadrada de ordem 15.
Hughes também adverte para o fato de que ¢ melhor exprimir 0 momento angular
relativo a um ponto fixo O, ao contrario do centro de massa, porque novamente as
expressoes sao mais simples. Porém, a contrapartida ¢ o aumento da ordem do sistema,
0 que também implica em maior esfor¢o computacional.

Em vista disso, apresenta-se, a seguir, uma formulacdo para o momento angular
expresso em relagdo ao centro de massa, no qual as variagdes temporais sdo efetuadas
nas velocidades angulares.

10.4 Equacdes vetoriais do movimento em relacido ao centro de massa

Ao exprimir o momento angular em relagdo ao centro de massa do conjunto, deve-se
observar que a posi¢ao deste centro ndo ¢ fixa em coordenadas relativas ao sistema do
corpo Z#, devido ao movimento dos apéndices. Para evitar este problema, ¢ comum
projetar-se painéis de células solares em satélites de tal forma que o centro de massa do
apéndice coincida com seu eixo de rotagdo. Com este procedimento o CM do conjunto
ird permanecer fixo, e o equacionamento obtido anteriormente ¢ valido. Situagdes
especiais ocorrem quando o centro de massa do apéndice nao mais coincide com seu

eixo de rotagdo, o que ¢ bastante comum em bragos roboticos espaciais.

Seja entdo um corpo Z# e N apéndices &, n = 1, 2, ... N, cujas massas e momentos de
inércia sdo aquelas apresentadas no inicio desta se¢do. Por conveniéncia, o sistema #,
tera origem coincidente com o centro de massa do corpo &%, para facilitar o
equacionamento, uma vez que nao ha perda de generalidade, apenas simplificagdo do
formalismo algébrico. Nesta situagcdo o primeiro momento de inércia de % sera nulo
(¢,=0), e o segundo momento sera dado por I,. Os pardmetros dos apéndices

permanecem inalterados. Por conveniéncia o sistema inercial & sera fixado no centro de
massa do conjunto, como ilustrado na Figura 10.2, o que permite uma simplificacdo
adicional, ja que neste ponto v, ¢ nulo. Contudo, deve-se ter em mente que este

sistema pode nao ser inercial se houver forcas externas atuando no conjunto. O
equacionamento apresentado a seguir ¢ valido, portanto, apenas quando todos os torques
sao originarios de binarios puros.

Definindo p, =m,/m como sendo a massa reduzida do apéndicess,, w, =m,/mcomo a

massa reduzida do corpo #, a posicdo do centro de massa do conjunto pode ser
calculada no sistema fixado no centro de massa de.%, resultando na relagao:
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1

gcmz—D gbdmb—kij. (5+13n+Qn)dmn}=iun(l)n+§n), 10.47
mj\-m =l " " n=1

e o primeiro e segundo momentos de inércia do conjunto serdo dados respectivamente
por:

N
gzmzun(bn+gn):mrcm’ 1048

n=1

N
J :Im(Eb P 1=p,p, ) dm, +ij(9” e l=p.p,)dm, =
, n=1 1049
:I.b +Mb ‘_].r +Z(ln +‘Ib+d7r,n)

n=1

na qual as posi¢des dos elementos de massa em % e, em relacdo ao centro de massa

do conjunto sdo fornecidas respectivamente por p, =r,-r, e p,=r,+b, +d -r . ¢
tal que as diadicas sdo definidas por

J, =m(, r,1-L,L,),

"Iberfr,n = ‘1b+d,n - "Ibr,n - '!dr,n - 'Lb,n - "Ird,n +u,d,,

o =m, (0, L, 1-b,L,),

10.50

Jon=md, r,1-d,r,),

s =m, (L, -b,1-1,b,)

Iy =m,(, d,1-r,d,),

tal que I, ¢ o momento de inércia do corpo % em relagdo ao seu proprio centro de

massa, el e J,,,, ja foram definidos anteriormente.

Figura 10.2 — Corpo rigido composto por apéndices articulados.
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Nota-se que se r, for nulo a expressdo acima reduz-se ao momento de inércia em

relacdo ao ponto O. Pode-se agora proceder ao calculo do momento angular em relagao
ao centro de massa. Lembrando inicialmente que a variagdo de r,, sera dada por:

N
I, =oxr, +> pe, xd,, 10.51
n=1

tem-se entdo que o0 momento angular do corpo.%, relativo ao centro de massa, sera:

N
hcm,b :J-m(g) _E:m)x(glj _l:cim)dmb :(lb +l"’b ‘_I.r)(_".)+“'b Z"_].dr,n .(_".)n : 1052

n=1

Por sua vez, o momento angular do apéndice &, em relacdo ao centro de massa ¢
definido por:

h,,=[ (@ +b,+d,—-r,)x( +b, +d, -k, )dm, 10.53
e com isso 0 momento formado pelo conjunto de todos os apéndices fica igual a

N

Zbcm,n =

n=1

N N
= z (In + ‘_].b+d—r,n ) ’ (Ll.) + z[ln + L]db,n + LIdd,n - (1 + Mb)"_].dr,n] ’ (_,“.)n
n=l1 n=l1

10.54

que, adicionado ao momento angular do corpo, ira fornecer o momento angular total:
N N
llcm = llcm,b + 2hcn1,n = "I ’ ('9 + Z (ln + 'Jdb,n + "Idd,n - "Idr,n) : (_".)n s 1055
n=1 n=1

€ que, novamente, coincide com o momento angular relativo a O quando r,, for nulo.

O momento angular do apéndice n em relagdo ao ponto de articulagdo da junta pode
também ser obtido resultando:

N
h =, +du, . —d)0+@,+3,,) 0, _Zuk‘ldkdn @, 10.56
pa

onde J,, ¢ uma diddica cruzada definida por:

J oy =m,d,-d,1-d,d,)), 10.57

Para calcular a variagdo do momento angular do apéndice, com base na relagdo de
mudanga de polo, tem-se

h :Llj,n+(bn_£cm)xlgn 1058

—cm,n
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onde o momento linear do apéndice, p,, neste caso, ¢ definido por:

b, = [ (B +d) i, )dm, -
N . 10.59
:mngx(bn +gn _r.cm)+mn(9n Xgn _mnzuk@k ng
k=1

Efetuando-se agora a variagdo temporal do momento angular, e lembrando que p) =f, e

- ; _
emn gcm,n
=

=g, +(b,-r,)x{ , chega-se a

L.l_};,n :gj,n +l}j,n X((Ll.)+(i‘)n)+|:(9x(bn _r.cm)_zuk(i)k ng:|xpn 1060
k=1

e, substituindo a relag¢do de p,, resulta:

h), =g, +h, x(@+0,)+m, {@X(Dn—rm)—Zuk@kxgk}[énx(@wn)] 10.61
k=1

A varia¢do do momento angular do conjunto ja ¢ conhecida pela Relagdo 10.24 e ¢ igual
a resultante dos torques externos em relagdo ao centro de massa, ou seja:

N
him = Llicm,b + Zhl = gcm ’ 1062
n=1 -

—cm,n

A energia cinética neste caso pode ser obtida da expressao relatada na secdo anterior,
adotando-se v, =0:

N N
T :%(_".) "_]. (9+%z(9n .('Jdd,n +ln).(9n +(9 .z("!db,n +"Idd,n +ln) '@n 1063
n=1 n=1
que depende apenas das velocidades angulares.

10.5 Equacoes escalares do movimento em relacdo ao centro de massa

De forma andloga aquela realizada nas seg¢des anteriores, inicialmente seleciona-se o
sistema no qual os vetores serdo representados. Os vetores relativos ao sistema #,
fixado no corpo.Z# sdo:

(hcm p gCWl f © l.cm ¥ cb l.b an bn ) =

10.64
-%-(b, P g, f @ L, ¢ cx a b)
enquanto que aqueles associados ao apéndice &7, (bases.#,) sdo:
(h_/,n dn ('On g_/,n rn) :‘Z'(l}j,n (_!n (i‘)n gj,n r.n) 1065
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A posi¢ao do centro de massa no sistema fixado ao corpo, a inércia do conjunto e as
inércias mistas ficam:

N
r,=%r,=>nb,+C,d,), 10.66
n=1
J=%-J .be =
y . ,10.67
= Ib +Jr + Z[Jbb,n +de,n +Jdb,n +Cbn (In + Jdd,n)cbn _Jbr,n _er,n _Jdr,n
n=1

J,=%-J,-F =m,r,1-1,1,),

Jopn =F 4y - F =m, (b b, 1-b, bl),

Jpin =F 0 F =m,(0,C, d, 1-b, d] C;),, 10.68
Yo =F dp, & =m,(d,C,b,1-C,d,b,),

Jun=F dy, F =m,d,d,1-d,d;),

,=%-1-7" =[ (t/r,1-r,x] )dm,,

onde I, ¢ a matriz de inércia do corpo % em relacdo ao seu centro de massa e I, ¢

matriz de inércia do apéndice. Adicionalmente, serdo necessdrias as seguintes inércias
mistas:

Jyu = Yy & =m, (b1, 1-b, 1),
in=F L0, & =m,(xr, C,d, 1-1,d, Cp), 10.69
i =F 4o & =m,d,C,r,1-C,d,x.,),
Jiin =F aarZ, =m,(d; C,d,1-C, d, d)),
e tal que
Cc. =%-9'=C,,C,, 10.70

O momento angular do conjunto sera calculado no sistema de coordenadas fixado ao
centro de massa do corpo, e sera dado por:

N
hcm :‘%hcm :J(’)+2anmn’ 1071
n=1
onde J,, ¢ definido por:
an = (Jdb,n “Yar n)Cbn +Cbn (In +Jdd,n) b 1072
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e o momento angular do apéndice #n relativo ao ponto de articulacao na junta fica:

N
h i 'g llj,n = an -+ (In + Jdd,n)(on - z !"Ldekdn anmk > 1073

Jsn n
k=1

tal que J , vale

an = Cl];n (de,n - er,n) + (In + Jdd,n)Cl];n . 1074

As variagOes dos momentos serao calculadas de:

h’ =g —wh 10.75

cm

T i
h./',n _‘gn—'l_!j,n -

n x 10.76
= gj,n + hj’,n + mncgn |:(")X (bn _rcm) - z l“lk Cbk (D)I; dki| Cbn d: (CZn o+ (Dn)

k=1

Embora seja possivel escrever a equagdo acima em termos das matrizes de inércia e
inércias mistas, ainda assim sera necessario resolver um sistema linear de n + 1
equacdes para se isolar as velocidades angulares. Sendo assim, é preferivel, neste caso,
manter o equacionamento em termos do momento angular, e inverter a matriz de inércia
do sistema quando necessario. Quando posto na forma da matriz de inércia do sistema,
as equagdes do movimento ficam:

P=(h, h, h, - h, ) 10.77

Jsl

V(o o, o, - o), 10.78

cuja matriz de inércia do sistema resulta:

J Jbl Jbz JbN
J, L +(1_H1)Jdd,1 —1d o Cgl —nd v CJT\H
M=|J,, 1 d s Csz L+1- Hz)Jdd,z e —d vaz ng 10.79
I iy ClTN —1od oan CgN e Iy +(1_HN)Jdd,N

ApoOs converter a equacdo vetorial da energia cinética para a representagdo matricial,
obtém-se:

N N
T :%mT J0)+%Z(’JZ S, t1)o, +o’ Z[Jdb,ncbn +C,, (I, +1)]o, 10.80
n=l1

= n=1
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10.6 Equacdes vetoriais com velocidades explicitas no tempo

Um problema freqlientemente encontrado nas equagdes da dindmica de sistemas
articulados deve-se a necessidade de se conhecer o torque g, que age na junta. Nas

aplicacdes espaciais este torque ¢ em geral exercido por motores CC sem escovas,
motores de passo em painéis giratoérios e bragos robdticos ou mesmo por molas e
amortecedores em sistemas de abertura de painéis e antenas. Neste ultimo caso ndo ¢
dificil conseguir-se uma expressao para este torque em fung¢do do angulo da junta,
porém, no caso de motores, o torque depende, entre outros fatores, da corrente agindo
no estator. Ainda que seja possivel modelar esta relagdo de dependéncia, a corrente
elétrica, em geral, ¢ controlada em malha fechada de forma a se garantir um dado
movimento (por exemplo, uma determinada posi¢ao para o brago robotico ou uma
determinada velocidade angular para um painel giratério). A clara implicagdo deste
relacionamento ¢ que uma simulagdo realista da dindmica de atitude ¢ somente possivel
se o sistema de controle completo (motor, eletronica de controle, lei de controle) do
sistema de acionamento for também modelado. Caso se deseje evitar tal modelagem
pode-se recorrer a expressoes explicitas do tempo para o torque, ou seja, g, =g, (¢),

ou ®,=w, (¢). Infelizmente, esta tatica ndo evita a necessidade de um controle, ainda

que rudimentar, para evitar que a velocidade angular de uma junta cres¢a de forma
desmedida ou se comporte de forma ndo natural. De fato, a maioria das juntas
articuladas nos painéis de satélites ¢ acionada por motores de passo, cujo modelo ¢ mais
proximo de um gerador de posi¢des angulares do que um gerador de torques. Um motor
de passo, na verdade, gera torques bem superiores ao minimo requerido para mover uma
junta, mas este torque ¢ tal que gera uma posi¢ao angular estavel a cada passo (o torque
pode ser positivo, negativo ou nulo). Se, por um lado, o0 modelo matematico destes
motores ¢ complexo, por outro se pode estabelecer facilmente uma relagdo temporal
para a posicao, velocidade ou aceleracao das juntas. A escolha 6bvia recai na aceleragao
angular das juntas (®, =, (¢) ), que podera ser integrada para fornecer a velocidade e

angulo. Esta estratégia, além de simplificar o modelo de atuagdo nas juntas permite
uma redu¢do na ordem do sistema, j4 que as juntas passam agora a se comportar de
forma vinculada no tempo. Em outras palavras, a ordem do sistema fica igual a de um
corpo rigido, permitindo que se exprimam as equacdes da dindmica diretamente em
termos das velocidades (e aceleragdes) angulares, ao invés do momento angular. O
comportamento das acelera¢des das juntas em fungdo do tempo, ou seja, de ®,(¢) deve

ser ajustado para que se consiga o resultado adequado. Um painel que parta do repouso
até uma velocidade angular ®,(f)=o,, € tal que ®, ¢ constante no tempo, pode ter

uma aceleragdo dada, por exemplo, por

0, para ¢ <f,
o, (t)=10,/(t—t,), parat, <t <t 10.81
0, parat>¢

Pode-se argumentar que a dinamica gerada por este método ndo ¢ realista, mas sem
davida ¢ uma boa aproximacao, desde que as hipdteses simplificadoras do movimento
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sejam respeitadas. Além disso, este método permite um equacionamento relativamente
simples do movimento, apresentado a seguir.

Considera-se novamente o corpo articulado como na se¢do anterior, na qual o momento
angular relativo ao centro de massa do conjunto passa a ser calculado por:

—

N N
Llcm :l;lcm,b+Zl_!cm,n :‘I@+Z‘Inmn > 1082
n=1 n=l1

onde

"In = ln +"Idb,n +J

2dd,n

-3, 10.83

A variagdo temporal do momento angular pode agora ser obtida a partir da relagdo
fundamental que a define, ou seja:

W :jmgbxg; dmb+ﬁ;jm9nxg; dm, 10.84

—cm m 2

no qual p,=r,-r, e p,=r,+b +d -r , e tal que h =g ., um resultado ji

bastante conhecido. A integracdo da variagdo do momento angular no movimento do
corpo ira levar ao resultado:

—cm = gy

N
hi :‘I.(bb-i_ thm+z{(_".)nx["ln.((9+(_".)n)]+'1n'((_"‘.)24_(9)((9/1)}5 1085
n=1
0 que permite que se escreva:

N
J-0' =g, -oxh,-> {0, %[ (@+0)]+], (@ +oxe,)}, 10.86

n=1
pois, por hipotese, (92 (¢) ¢ conhecido.
A energia cinética sera dada, neste caso, por:
1 . . 1 Y N - i
Tzzjmg,,-E,,dm,,+E;jmgn-gndmn, 10.87

que ird resultar

N N
T=%a-J-@—%M[Zun@nXQJ-{ZM,,@”XQ"}
" " 10.88
1 N N
+Ezq‘)n (In +"_].dd,n)'(9n +z(9n (In +"_].bd,n +"_I.dd,n _"_].rd,n).(_’“.)
n=1 n=1
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A energia cinética, ao contrario do momento angular, apresenta uma parcela que acopla
os movimentos entre os apéndices. Como este acoplamento depende das velocidades
dos proprios apéndices, ndo hd como expressd-lo por meio de diadicas de inércia sem
aumentar sobremaneira a complexidade da expressao.

Jn = Z "_I.n ’ ‘Z—T = In + Jdd,n + Cl];n (Jdb,n - ‘_].dr,n)cbn
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